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AYANT-PROPOS

11 existe actuellement une classe assez vaste de problémes appli-
qués dont la solution la plus efficace est obtenue avec les abaques.
Les abaques permettent de représenter sous une forme concise les
fonctions de plusieurs variables et les tables 2 plusieurs entrées, ils
donnent la solution de certaines équations transcendantes renfermant
des paramétres variables ainsi que des systdmes de telles équations.
La précision fournie est largement suffisante pour de nombreux
problémes. Dans le cas échéant les abaques peuvent &tre utilisés
pour des calculs d’estimation. Les abaques ont par ailleurs I’avan-
tage d’étre peu onéreux, accessibles, d’un emploi simple, suggestifs
et opérants. Les recherches entreprises pour la mise en place d’une
maintenance mathématique pour le tracé automatique et le calcul
des abaques avec des calculatrices rendront ces derniers encore plus
accessibles. .

Les abaques ne sont pas utilisés uniquement pour les calculs, ils
permettent également d’étudier les relations fonctionnelles qui ont
servi & les construire : par exemple de mettre en évidence I’influence
de certains paramétres sur d’autres, de déterminer les extrémums et
parfois méme de découvrir de nouvelles propriétés. Ceci en fait un
précieux outil dans la recherche.

Le présent ouvrage se propose d’initier le lecteur aux méthodes
de la nomographie moderne et i ses possibilités. 11 expose systéma-
tiquement et dans une forme accessible des méthodes de construction
des abaques qui ont déja fait leurs preuves de méme que des méthodes
nouvelles.

L’exposé est con¢u dans un esprit nouveau qui utilise un champ
binaire commun (réseau curviligne) pour le tracé des graphes des
fonctions, les abaques & points alignés champs binaires, 1’échelle
accolée, I'abaque & entrecroisement et diverses transformations d’aba-
ques élémentaires et composés en abaques plus commodes 3 1'étude.

La plus grande attention a été attachée A la méthode de construc-
tion des abaques & points alignés, des abaques adaptés & points équi-
distants et au compas, des abaques barycentriques, de méme qu’aux
abaques composés des types cités. L’abaque général i transparent et
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ses cas particuliers font 1’objet du chapitre 13. Le chapitre 14 traite
des liens de la nomographie avec les calculalrices ainsi que des der-
niers résultats obtenus. :

Cet ouvrage s’adresse au public le plus large : chercheurs, program-
meurs, ingénieurs, économistes, professeurs el éléves des instituts
techniques, etc.

L’auteur tient & exprimer sa gratitude a 1. Dénissiouk, E. Silaé-
va, ainsi qu’a S. Borissov, 5. Goussev, 7. Dzémianko, T. Kouzné-
tsova, D. Laptéva, G. Lipkina pour leurs conseils précieux et leur
apport & 1'édition de cet ouvrage.

G. KNOVANSKI

INTRODUCTION

La nomographie est la branche des mathématiques qui a pour
objet la théorie et les méthodes de construction de graphiques cotés
particuliers appelés nomogrammes ou abaques, qui permettent de
résoudre des équations ou systémes d’équations.

La nomographie (du grec nomos, loi, et graphein, écrire) veut dire
représentation graphique d’une loi. Ce terme a été adopté par le
Congrés international de mathématiques qui s’est tenu a Paris en
1890.

Tout abaque est constitué d’éléments simples : échelles, champs
binaires, familles de lignes, lignes et points. On rencontre les échelles
sur les doubles-décimétres, les thermomaétres, dans divers appareils
de physique. Un exemple type de champ binaire est le réseau de pa-
ralleles et de méridiens des cartes de géographie.

Le mode d’emploi d’un abaque est le suivant. Sur les échelles,
champs ou familles de lignes on repére les points ou les lignes donnés.
Ensuite on effectue les opérations géométriques simples indiquées
dans le mode d’emploi pour déterminer un ou plusieurs points sur
les échelles, champs ou familles de lignes, qui constituent la ou les
solutions du probléme étudié.

Les abaques qui donnent la ou les solutions par une seule opéra-
tion géométrique sont dits simples. Les abaques constitués de plu-
sieurs abaques du méme type ou de type différent sont dits compo-
sés. Considérons des exemples d’abaques simples.

Exemple 1. La figure 1 représente 1'abaque de 1’équation en w
ww 4+ v (e’ — 1) — we” =0,

que 1’on rencontre en hydraulique des eaux souterraines. L’abaque
est’composé des échelles u, v et w. Pour résoudre cette équation il
faut appliquer une regle sur les points donnés des échelles u et v
et lire la réponse a l'intersection de la réglefavec 1'échelle w. Le
pointillé représente la solution] de cette équation pour uw = 2,5;
v = 3,5. La réponse est w = 3,65. Ce qui saute immédiatement aux
yeux c¢’est, d'un c6té, la complexité de 1’équation et, en regard, la
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Fig. 1. Abaque pour l'équation ww + v (¥ — 1) — we? = 0

simplicité de I’abaque et de son emploi. La méthode de construction
de cet abaque est exposée au § 6.3.

Exemple 2. L’abaque de la figure 2 est celui de l'équation
In (w—1)

-t
= w—t—1
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dont on se sert pour calculer la température des tours de réfrigéra-
tion a ventilation et contre-courant. Ici ¢ est I'inconnue; u, v et w
des paramétres variables. L’abaque est composé des échelles u et
v et’du champ binaire (w, £). On voit sur la clef que laréponses’obtient

—1
. u
20,9
B 0,001
. 20 0004g g, v
0,04 20
| 10\\\ L‘Fk\\l o E‘
S NS fb F
T T T T —— AN N N 05
oy T RN SN
0 (RN Q\i e
I~ 011'\1\[‘ \\\ ?jb 3 4
- N HINANEE;
.06 NN =3 \T\F
C 2 i
n N E NN
;0’5 Clef ;!\
C e -
r u . 01 \ \;'\US
i~ w 0,5 “"U/f
0 i
o Sl
: ”'_.U’Z i 7)) \
Lo - i
Laoy

Fig. 2. Abaque pour I'équation fu-1= p Iur)x_(ut:_zi_)

par une seule application de la régle. La ligne en pointillé donne la
solution ¢ = 0,1 qui correspond & u = 0,75; v =7; w = 10. La
méthode de construction de 1’abaque est donnée au § 6.11,

Exemple 3. La figure 3 représente 'abaque de I'éguation en Ner

aQ? —bo (14 mner)3 m3e
9,81 1+ 2mner
ou a, b, m et Q sont des paramdtres donnés. I’aba
des trois champs binaires (a, b), (m, Q) et (m, ne,). La solution Nor
s’obtient par une seule ouverture de compas. L’abaque représente
la solution 1, = 0,3 qui correspond au cas @ — 1,1; 6 =3m; m =
= 2; Q = 10 m¥s. La méthode de construction figure au § 9.7.

que est composé
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Les abaques étaient utilisés dés les moyens ages sous forme d’ap-
pareils nomographiques. En 1884, Ocagne appliqua le principe de
dualité a la construction d’abaques & points alignés [1]. 11 jeta les
fondements de la nomagraphie dans des travaux ultérieurs 12, 3, 4l
En 1906, N. Guersévanov proposa des abaques a points équidistants
(5]. En 1912, Gronwal établit les conditions de représentabilité d’une
égquation a trois variables par un abagque rectiligne & entrecroisement

b,m
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I v s /159, 1
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Fig. 3. Abaque pour I'équation ()_‘«ﬂ:b Ti2my
9, -t & cr

16]. Bn 1921, Soreau publia ses recherches fondamentales sur la
nomographie 17]. Margoulis publia ses travaux sut les abaques a trans-
parent entre 1922 et 1931 (8, 9, 10]. En 1951, les Espagnols Lopez
Nieto et Urselaj proposerent des abaques barycentriques et rhom-
boidaux 11, 12, 131.
[’évolution de la nomographie soviétique se rattache a N. Guer-
sévanov, P. Melentiev, 1. Denissiouk, N. Glagolev, A. Glagolev,
M. Pentkovski, B. Nevski, 1. Vilner et autres [14 2 95]. A l'heure
actuelle ¢’est le département de nomographie du Centre de calcul de
I’ Académie des Sciences de 1'U.R.S.S. qui est chargé de mettre au
point de nouvelles méthodes de nomographie et de construction d’aba-
ques industriels [26 & 43]. Sous son égide sont tenus des séminaires
permanents.
Des conférences de nomographie ont 616 organisées en Tchécoslo-
vaquie en 1959 [44, 451, en 1964 [46] et en 1970 [47]. En U.R.8.5.
la premiére conférence interuniversitaire de nomographie s’est tenue

en 1965 [48]).
On trouvera une bibliographie des travaux de nomographie dans

118, 20, 23, 29, 30, 31, 49, 50, 51l.

CHAPITRE PREMIER

ELEMENTS DES ABAQUES

§ 1.1. Echelle

OiLtes n’otlo’n's fondamentales de
p nEJ cote., d’échelle et de champ
Un point colé est un point
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(Ilan;uutre. Désignons ce paramétrepp o bond

un systéme 5
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. 50 ] 3
. ° otion (&

auquel on a affecté une ou plusieurs co

ant d’un se
: os ) ul
‘c'u' a. L equation de U'échelle o
tangulaires, s’Gerit: ’
N —
\ Ha), y =g (), (1.1
ol >, )
G)glorcl)s clL g (q) sont des fonctior )
a suite, lorsqu’ i
. ) ; on se servira d’ur
rectangulair g y o i yeiE
oot ybselaol[llels, on prendra 4 mm pour unité szeine ge o nges
, SE e contexte on ent i monts. sait 1
' . Jhm P 1ite X axes. Par
ble% P M dra soit des segments, soit les nom-
u i d
Ao }Eje(;sc()j.lolir%ll(l)e d’ansdles equations (1.1)
. nnees du point ¢ :
) corr
sont données par les formules e

1s données du paramétre o

le paramét

matre st ége
spondant 3 o vatons de
ant a cette valeur de o

T Zo = [ (), Yo = g ().
oint X g
%Onnones c](i;);;lli)tnneestxo, Yo est de cote o (fig. 4)
P enant au paramot valeu
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ormer éq xcluant le parameétre 5 & s (1.1).
sz'clie l ec/wdll@ est le sens de croissance debseo; debl, ouations (1.1).
a sans dire qu'il est éri possih:
hage o st matériellement impossi
s dix ‘ v r impossible ‘ad
o Jue point. § 1’£dseu£()ip01~L de I’échelle on Il’ilJiSCl'iL qcuedTegldd'uer
fintermédjaires L mar;ugsalts agpelés traits support Less gﬁiuzs
aciliter la lect fos traits 4o Tonguens one o
s rqué : ins a :
ot b wer La I t1~a€$sor?() tlacega des traits de longueur QLIJanIllllgcs’ 5P0ur
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ur les cotes rondes encadrant ce
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Fig. 4. Point de cote oo
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cOTT S o
i helle. Ensuite
I’esquisse de 1'éc)
nécessaire de points dont les coor
Lorsqu’on travaille avec un
blémes & résoudre: le prob}emeé
Le probleme direct consmtg 2
d’apres sa cote. Trois cas sont a

données sont d déterminer.

direct et le probléeme inverse.

La meilleure solution est dg
prendre une longueur de 2
3 3 mm, moyennant quol

se fait en deux étapes. D’abord on se

0 (:al(}l]le es ( ()()I(l()] nees des [)Olntb
L
n ]. S .

€ i j ombre
aprés 1’esquisse on juge dun

e 6chelle toute préte, on a deux pro-

it : '6chelle un point
ositionner sur lechel : ‘
(Ii)istinguer: 1) le point figure avec
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sa cote sur 1'échelle, 2) le point figure sans sa cote sur I'échelle,
3) le point n'est pas figuré sur 1’échelle.

Dans les deux premiers cas le probldme se résout immédiatement,
puisque le point cherché est marqué d’un trait. Dans le troisidme
cas, on cherche sur 1'échelle deux traits encadrant le point donné
que l'on positionne ensuite par une interpolation i vue.

Le probleme inverse consiste & trouver la cote d’un point de1’échelle.
Trois cas sont encore a distinguer: 1) le point coincide avec un trait
coté, 2) le point coincide avec un trait muet, 3) le point est compris
entre deux traits. Dans le dernier cas on détermine la cote du point
par une interpolation & vue sur les cotes des traits extrémes.

La graduation de 1'échelle doit tre telle qu’elle facilite au maxi-
mum la résolution des problémes direct et inverse. Les abaques des
figures 1 et 2 donnent un exemple d’échelles correctement graduées.

§ 1.2. Champ binaire

On appelle champ binaire un ensemble de points cotés dépendant
de deux paramdtres. Désignons les paramgtres de cet ensemble par

o et f. Dans un systéme de coordonnées rectangulaires 20y les
équations du champ binaire s’écrivent alors

T = (CC, B)v y=g ((1, [3) (12)

On suppose que les fonctions f et g sont telles que dans le domaine
donné de variation des variables, A tout couple de valeurs de « et B
est associé un couple de valeurs de z et y ot un seul.

En donnant aux variables « et § des valeurs quelconques a, et
Bos on détermine A I'aide des formules (1.2) les coordonnées z,
et ¥, du point correspondant du champ. En construisant ce point et
en le graduant a, et B,, on obtient un point coté du champ. Les
autres points se construisent de fagon analogue.

Le champ binaire (o, B) se présente pratiquement sous la forme
d'un réseau constitué d’une famille de lignes o et d’une famille de
lignes B. Tout point du champ binaire est I'intersection de lignes
a et 3 de cotes données. Les hypothdses faites sur les propriétés des
fonctions f et ¢ entrainent'que: 1) la famille de lignes « n’est pas
crunodale, 2) la famille de lignes p ne 1'est pas non plus, 3) toute
ligne o coupe toute ligne B en un point et un seul.

Le champ binaire peut 8tre considéré comme une généralisation
de I'échelle. Sil’on pose f = B, dans les équations du champ binairs
(1.2), on obtient les équations de 1’échelle pour f§ donn$, savoir

xr = f(av ﬁo)’ y=g (CL, ﬁo)-

Construisons (cf. fig. 7) 1'échelle & pour les valeurs 8, B,, ..., B,

de B. Joignons ensuite les points de 1’échelle o do méme cote par une
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14 . st To champ bi- ] Og peut egalemcnt construire le champ binaire en se servant des
’ ffectera de cette cote. On obtient ainsi 1€ o et b équations (!.3) et (1.‘4). Pqur celi,xron se donn(‘;) une série de valeurs
ligne que 1’on aiiec 3) composé des familles de lignes cotées ¢ ke de o, on détermine A partir de I’équation (1.9) les valeurs de z et
naire (o, P) (CE'.hgf ) coﬁstruit comme une échelle. L;} dis ades Y qui se correspondent pour ces o et on construit la famille de lignes
Le lcharln.p Eingloriii;is est légérement plus (glrarédt? (}8 erﬁhrle Les a. On(itrz;:e de fagon analogue la famille do lignes p a I’aide de 1'équa-

entre des CI8NCS schell lus exactement de 2 & . tion (1.4).

traits voisins d'une échelle, p

Lorsqu’on construit un champ binaire, on a parfois intérét i se

A Y servir des équations de familles de courbes, a fortiori si celles-ci
P P s 4 sont de forme simple, par exemple des équations d’une famille de
i droites.
¢ On a commencé i solliciter les calculateurs pour le caleul et la
. @ construction des échelles et des champs binaires d’abaques (cf. § 14.6).
§ 1.3. Echelles rectilignes
\

] B On appelle échelle rectiligne une échelle dont le support est une
Fig. 8.b$cl%egl‘z‘a d‘é) champ droite. On supposera que le support de 1'échelle rectiligne o®coincide
inair ’ “

. S 'é lles o tra- . - s I 1 VL e
Fig. 7. Schéma d'éche avec l'axe des abscisses. L'équation de 1'éehelle o s éerit

ixes de
céos pour des valeurs fixe B

os inscrites sont plus grasses. Les aba- T = ).

" O
lignes correspondant aux o donnent un exemple de champ binaire

(es dos figures 2 et 3 nous L’échelle « définie par cette équation s’appelle} éckelle fonctionnelle

p . . contrairement & 1’échelle métrigue ou régulicre ou arithmétique o
correctement LHc le champ binaire (a, B) on choisit des Va}l%u[gs : ‘ ! ¢ 7
3 o, e . . . o X
Poutr cm;strullea de o et des valeurs suppgm Bé’lgsvt.a‘bl’efllllx 1 ot z = a.
. [ 0Ly, Qlgy + - -1%n . O psse . . . . s
'blslill)slzl()il;eilrl sezservant des équations (1.2) on dre Une échelle fonctionnelle est logarithmique si f (a) = log «,
- . . : ints du uadratique si = o?, des puiss si = ", ol n est’
2 de valelkl)lls dexslc1 Gettlé nous permettent de construire des points » gonst?nlt% e si f (&) = &? des puissances si f(a) =a® oun est’une
. ableau o X . . it . .
he l;les lginaire que 'on joint par des lignes Fableat 2 Dans les abaques, on rencontre assez souvent | échelle de la fonc-
champ Tablean 1 avteatt = tion homographique
b
; Ao ==
B [j ﬁx [32 e { n .
By Ba | - n o Ou a, b, cet dsont des constantes. Cette échello porte également le
o nom d’échelle projective car elle peut étre obtenue par la projection
-_— d’une échelle métrique rectiligne sur une droite & partir d'un point.
oy L’équation de 1’6chelle rectiligne o« se présente ordinairement sous
g, @, mel
a; : valeurs de y la forme]
. valeurs de z . z = mf (o),
. tn oli m est un paramatre appelé module de I'échelle. Lorsque f (a) = 0,
An

I'abscisse z = 0. Lorsque f(a) =1, Vabscisse z = m. 11 s'ensuit
Squa- que le module de 1’échelle est un segment mesuré en mm, correspon-
variables P et o entre les éq dant A la variation de la fonction dans 'unité.

des familles de lignes o et P Supposons que la fonction f (&) est strictement monotone crois-
(1.3) sante et que

(1.4) o A< .

limi tivement les
En éliminant alternative :
tions (1.2), on obtient les équations

Fl (a, X, y) = 0’
Fy (B y) =0
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Désignons par L la longueur de 1’échelle @, comprise entre les points
cotés oy et . I vient;
L =x, — %

ol
z, = mf (A1), %2 = mf (Clg)-

En portant les oxpressions de z; el Z, dans celle de L, on obtient
L =mlf (a) — f (@)}

De 12 on tire le module m tel que 1’échelle a soit de longueur L entre
a, et oy On a
S S—
flag)—1 [CN)

$ 1.4. Réseaux fonctionnels rectilignes

Les réseaux fonctionnels sont une autre dénomination des champs
binaires. Introduisons les modules m et n dans I'équation du champ

z

binaire §(1.2). Ces équations s'écrivent alors
z=mf(a B, y=n8 (o P)

On a parfois intérét a préparer a l’avance et 3 imprimer des réseaux
fonctionnels correspondant 3 diverses fonctions f et g et a diverses
valeurs des modules m et n. Clest d’ailleurs ce que ’on fait depuis

longtemps. Les réseaux fonctionnels ainsi imprimés portent parfois

le nom de papier fonctionnel.
Les réseaux les plus courants sont définis par les équations

¢ =mf (@), y=ngP)-

Les réseaux métriques, logarithmiques et semi-logarithmiques sont le
plus souvent mis en ceuvre. Leurs équations 'écrivent respectivement

z = ma, y = nP;
z = mlog a, y = nlog B3
Z = MO, y = n log P.

On trouve également dans le com nerce [52] du papier logarithmi-
que ot semi-logarithmique pour diverses limites et divers modules,
des réseaux triangulaires, du papier en coordonnées polaires, toute
sorte de papier pour le controle de la qualité de la production, des
canevas de probabilité, du papier sinusoidal, des réseaux transfor-
més par projection pour le choix des paramdtres des formules empi-
riques.

1 Il existe 6galement en vente du papier logarithmique dont le
module est de 100 mm sur les deux axes. Dans le papier semi-loga-
rithmique le module de 1'6chelle logarithmique est aussi de 100 mm,

P
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mais le module de 1'éch Stri

' 1elle métrique té

mais 1o m« : : que peut étre quelconque ca -

ol e ipe S cgor;illlee. La dlstanpe entre deux droites cor?sécutil;'g: léet
, L.e. e sur du papier millimétré ordinaire )

§ 1.5 Echelle métrique
L’équation de 1%échelle métrique est

\ - T =ma
ol I’?”elSt lie module de 1'échelle.
échelle métrique se caractéris i

ell e par le fait 6

con?yz;riltti‘ell esi 'del 1 mm dans un d.ouble-décir_‘?ll(‘;l(‘?re1 eholon ' est
L particularité de 1'échelle métri .

tre par : étrique ? 6

erreur géométrique Az entraine en tout pointqde lggghglllleulife méme
méme

erreur absolue Ac. E '8 i
o o. En effet, de I’équation de 1’échelle (1.5) il s’en-

(1.5)

N Az =
d’otl mia,

Aa: A.’I.‘
m

i.e. Uerreur absolue es i

i st proportionn A Derrcur géom

- > elle & I'err géométlrique e

inversement proportionnelle au module de l'gtcheﬁl clrique et
e.

Exemple 4. Construis ¢
. ons 1 Stri
39 iy échelle métrique o de module m =

43,0 ————=] ks
Fig. 9. Echelle métrique de module 43,2 mm entre 0 et 1
L’équation de 1’échelle o s’écrit
Dressons le tabl o
ableau 3 des valeurs de z avec un pas de 0,1 pour «.

Tableau 3
a
00,1 0,2 0,3 0,4] 0,5 0,61 0,7 0,81 0,9 1
z 014 |
4,3 | 8,6 | 13,0 | 17,3 | 21,6 | 25,9 l 30,2 | 34,6 | 38,9 [343,2

Tra 'ax i 3
¢ons 'axe Ox (cf. fig. 9) et & partir du point O menons les

segments 0; 4,3;8,6;...;4 i
e i fora 5 efz,%mm. Inscrivons prés des points d’abs-

2—-049
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§ 1.6. Méthodes simplifices de construction
d’échelles métriques

Triangle d’échelles mélriques. Si I'on veut tracer rapidement des
échelles métriques de modules divers, .on a intérét A se servir du
triangle d’échelles mélriques. Celui-ci se construit de la sorte. On

1

Fig. 10. Triangle des échelles métriques

prend une échelle métrique quelconque, par exemple de module

100 mm entre 0 et 1 (cf. fig. 10); on choisit en dehors de cette échelle
un point arbitraire que I'on joint aux points de 1’échelle par des
droites ; ensuite on trace des droites équidistantes de 5 mm, paral-
loles au support de 1'échelle. Le triangle d’échelles métriques obtenu
permet de construire sans peine une échelle métrique de 0 & 1, avec
un module quelconque compris entre 15 et 100 mm.

Exemple 5. Construisons une échelle métrique de module m =

83 mm entre 0 et 1.

Prenons une bande de papier et tragons deux traits distants de

83 mm. Affectons la cote 0 au trait de gauche et la cote 1 a celui de

§ 1.6 N QT Y ;
§ 1.6] CONSTRUCTION SIMPLIFIEL D'ECHELLES METRIQULS
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[T S S T SN R S SR ]
< £8
Fig. 11. Echelle métrique de modul: £3 mm entre 0 et 1
\ ‘\\‘\w' 7
| 7 7/
N\ VT
@ A
- NNV T/
Y: NV /7
N\ LT/
N/
L4
\11///4

Fig. 12. Trian-
gle d’échelles
métriques pour
la  bissection
d’un intervalle

Fig. 13. Triangle d’échel-
les métriques pour la di-
vision d'un intervalle en

. . le en dix parties é
cing parties égales en dix parties égales

0 05 ,

&l

Fig. 15. Co ion d’une ¢ 5
nsgril’(;tilém 1d‘ une échelle métrique de module 135 mm entre 0 et &
e d’une famille réguliere de droites paralldles )

Fig. 14. Triangle d’éch étri
L4, ) Schelles métri-
ques pour la division d’un interval-
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droite. Appliquons cette bande sur le triangle d’échelles métriques
de la figure 10 de telle sorte que son bord soit paralléle a la directrice,
que le trait de gauche coincide avec le rayon O et celui de droite avec
e rayon 1. Marquons ensuite sur le bord du papier les points d’inter-
section avec les autres rayons et construisons 1’échelle (cf. fig. 11).

Pour tracer des traits intermédiaires sur une schelle métrique on
a souvent & diviser I'intervalle entre deux traits en deux, cing ou dix
parties. En vue d’effectuer cette opération, on & intérét a utiliser
les petits triangles d’échelles métriques & trois, six et onze rayons
représentés sur les fig. 12, 13 et 14

Famille réguliere de droites parallgles. Pour construire des échel-
1es métriques de modules différents, on peut se servir de familles de
droites parallles. A noter qu’on perd un peu en préeision car le modu-
le de 1"6chelle & construire est toujours supérieur 3 celui de la famil-
le do droites paralldles. La figure 15 représente une telle famille,
construite & 1'aide d’une scholle métrique de module m = 100 mm,

entre 0 et 1.

Exemple 6. Construisons une échelle métrique de module m =
—135 mm entre O et 1.

Marquons sur une bande de papier deux traits distants de 135 mm.
Graduons 0 le trait de gauche et 1 colui de droite. Appliquons cette
bande sur la famille de droites paralléles de tolle sorte que le trait
gauche vienne en coincidence avec la droite cotée 0 et le trait de
droite avec la droite cotée 1 (fig. 15). Marquons les points d’inter-
section du bord de la bande avec les autres droites paralléles.

Le papier millimétré et semi-logarithmique contient des famil-
les régulidres de Avoites paralléles toutes prétes.

§ 1.7. Echelle logarithmique

Pour établir une échelle logarithmigque o on aura recouts a son
équation
z = mlog o,
ott m ost lo module de 1’échelle. De cette équation il vient
1) pour o = 1 log. =0 etz =0:
2) pour o = 10 log o0 = 1et x=m
De la il résulte que le module de ’échelle logarithmique o est
la longueur de segment de 1’échelle d’extrémités les points de cotes

1 et 10.

Exemple 7. Construisons 1’échelle logarithmique o de module
m = 100 mm entre 1 et 10.
L'équation de 1'échelle o s’écrit

z = 100 log .

§ 1.7] ECHELLE LOGARITHMIQUE 24
Tableau 4
o« log o x 2 log @ x
1 0 0 6 0,77
, 7178

2 0,301 30,1 7| 0,845 85
Z 0,47 47,7 3 0,903 90.3

0.602 | 60,2 9 0,954 95.4
5 0,699 69.9 10 1 100

Dressons le tableau 4 & 1’aide de la table d i
es logarithme -
culer les valeurs de log o pour o compris entreg’l et 10 sdg)oiul;axfail.

<2

30,1 z
47,7

60,2

Flg. . struction d’une e(;helle log rithn 1que de 1 odu e 100 mm entre
16. Cons Iru un oga
g 2

TI‘aQO S d.I pp . ] origine 0, le
n la Olte su ort de leChelle ChOISlSQODS 1 gl

sens pOSll}lf etanh Cellll 1ndlque pal la fleChe sur la flgule 16. Au
pOl]lt (j tI‘aQOIlS un tIalt SuImOIlte d urn Iolld et mscrivons lcl COte 1

&

1 2 3 4 5
Lll[llllll[ 11||I||||l|ml|I[IJJ|11110

Fig. 17. i i
ig. 17. Echelle logarithmique o de module 100 mm entre 1 et 10

(pour @ = 1, z = 0). Ensuite 3
= 0). Ensuite & partir de O et iti
gz)é‘torgi, Isralr;(iztu (liu tableau 4, les dis’cancese 33 E}1n'S 11? ';e'HEOPSSXtIf,
“ ns les points obt ’ it. Cotons 5 ot 10 les
tralés correspo.ndant a ces vale?lli‘lsls d(za ug trat. Cotons 5 et 10 les
- 01111 cc;ns);tx;ult de fagon .analogue des intervalles plus fi
s ép1(1)1 a'racter d(;as traits de 0,1 en 0,1: de 2 & 5pde Olgs. 1%)821
ajouter des traits corres lan 55 65
etc.L(’)éxé}i)lﬁle;lt alorfl I'échelle de la fﬁ;ﬁfgqg aux valeurs 5,5; 6.5,
elle logarithmique se disti '
d L { C istingue par sriodicité
ue au fait que’la distance entre les po?ntsucr;iézogf éite of eré%(i)l: Zt(;
2 n
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uniquement du rapport de ces cotes. En cffet, la distance L de deux
points cotés o, et a, est donnée par la formule

L = m log a, — m log oy,

L:m]og—z—’.
1

D "éc i ique, les dist tre les

Exemple 8. Sur 1'échelle logarithmique, les distances en
points de cotes 1 et 2; 2 et 4:5et10; 106t 205 20 et 40 ; 50 et’100 §0nt
égales puisque le rapport des cotes est le méme partout et égal a 2.

10002
b 0 10p 1002 1004
1 Tt F(—H—){

> [| m T m

s

go———
L«:—————/N
Fig. 18. Schéma d’une éehelle logarithmique de module m entre a ¢t 1000 a
g. 18,

Considérons sur 1'échelle logarithmique une suite de points cotés
a, 10a, 100a, 1000a, ete. (fig. 18). Les distances de deux points con-

0,01 01 ‘} 1? 100
1 X -
TE?————/H—)—%(——-/IZ————)Q——/W e m ——> z
0

Fig. 19. Schéma d’une échelle logarithmique de module m entre 0,01 et 100

séeutifs de cette suite sont égales entre elles et au module m de l’yéchel—
le. En cffet, la distance des points cotés a et 10 a est

o _ log 10 = m,

L= mlog

a

la distance des points cotés 10 a et 100 a est

L= mlog %%'—' =m log 10 =m, etc.

Si maintenant 'on considére un nombre b quelconque compris
entre @ et 10 a, et que 1’on marque sur I’échelle les points cotés lz,
10 b et 100 b, on remarque que les distances entre les points cotés
aet b, 10aet 10 0, 100 a et 100 b seront égalesA pour la méme
raison. Il s’ensuit que 1’6chelle presentera la m@me grz’xduatm’n
de a 4 10 a, de 10a 4 100 a, de 100 a & :1900 a, etc. (']est.pre-
cisément 13 que réside la « périodicité » de l"echglle l(?ganthmlque.

En particulier, si ’on pose a = 0,01, on (meent 1 echqﬂe de la
figure 19. La graduation de 1'6chelle est la méme de 0,01 a4 0,1; de

§ 1.8] CONSTRUCTION SIMPLIFIEE D*ECHELLES LOGARITHMIQUES 23

0,1 a1; de1 & 10, de 10 a 100. D’ou il résulte qu’il suffit de con-
naitre la section d’échelle comprise entre 1 et 10 pour pouvoir cons-
truire toute 1’échelle. Cette circonstance est mise & profit dans la
pratique.

§ 1.8, Méthodes simplifiées de construction
d’échelles logarithmiques

Canevas logarithmiques. Pour construire des échelles logarithmi-
ques on se sert communément de canevas logarithmiques préparés
d’avance, i.e. d’échelles logarithmiques de 1 & 10 avec divers modu-
les, tracées sur des rubans de papier. La figure 20 représente un
canevas logarithmique de module 100 mm. Sa présentation facilite
le transfert des divisions sur le support de 1’échelle.

Les régles a calcul peuvent également remplir le role de canevas
logarithmiques. Dans les régles usuclles, les 6chelles ont des modules
de 250, 125 et 250/3 mm.

I1 existe en vente du papier logarithmique de module 100 mm sur
les deux axes. On pourra donc utiliser ce papier comme échelle loga-
rithmique de module 100 mm.

Triangle d’échelles logarithmiques. On se sert trés souvent du
iriangle d’échelles logarithmiques pour tracer rapidement des échelles
logarithmiques de divers modules. Le principe de ce triangle est le
suivant. Tragons une échelle logarithmique, pour fixer les idées, de
module 100 mm de 1 & 10, choisissons en dehors d’elle un point que
I’on joindra aux points de 1'échelle et menons ensuite des paralléles
au support de I’échelle tous les 5 mm. On obtient un triangle d’échel-
les logarithmiques (fig. 21). On peut construire un tel triangle sur
du papier logarithmique, en en assimilant la base & 1’échelle tracée
sur le papier.

Exemple 9. Construisons 1'échelle logarithmique « de module
90 mm de 0,1 a 10.

L’équation de 1’échelle « s’éerit

z = 50 log a.
Tableau 5
x log a X
U1 —1 —350
1 0 0
1( 1 50

Dressons le tableau 5 des valeurs de z pour les trois v
de o:0,1;1;10.

aleurs support
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Fig. 20. Canevas logarithmique de module 100 mm

Fig. 21. Triangle d’échelles logaritbmiques

§ 1.8] CONSTRUCTION SIMPLIFIEE D’ECHELLES LOGARITHMIQUES 25

Tracons 1'axe Oz (fig. 22). En face du point O tragons un trait.
coiffé d'un rond et cotons-le 1. Menons deux traits coiffés d’un rond
a 50 mm de part et d’autre du point O. Affectons la cote 0,1 au trait
de gauche et la cote 10 & celui de droite.,

Prenons une bande de papier et & 1'aide du triangle d’échelles.
logarithmiques, construisons un canevas logarithmique de module
50 mm. Pour cela portons sur le papier deux traits distants de 56 mm
et affectons la cote 1 au trait de gauche et la cote 10 & celui de droite.
Appliquons le ruban de papier sur le triangle d’échelles logarithmi-
ques parallelement a la directrice et de telle sorte que le point coté 1
coincide avec le rayon 1 et le point coté 10 avec le rayon 10. Marquons
sur le bord du papier les points d’intersection avec les autres rayons.
et construisons 1'échelle. Onjobtient ainsi le canevas de la figure 23.
Utilisons-le pour graduer I’échelle o de 0,1 & 1 et de 1 &4 10. On obtient.
I'échelle o de la figure 24.

Famille logarithmique de droites paralleles. Pour construire rapi-
dement des échelles logarithmiques de modules différents, on peut
futiliser une famille logarithmique de droites paralleles. Une telle
amille est représentée sur la figure 25 de 1 &4 10 & 1’aide d'une échelle
logarithmique de module 100 mm.

On trouve des familles logarithmiques de droites paralléles de-
module 100 mm sur le papier logarithmique et semi-logarithmique.

Exemple 10. Construisons 1'échelle logarithmique o de module
m = 145 mm de 1 & 10, & 1’aide d’une famille logarithmique de droi-
tes paralléles.

Tragons sur une bande de papier deux traits distants de 145 mm
et appliquons cette bande sur une famille logarithmique de droites
paralléles (cf. fig. 25) de telle sorte que le trait de gauche vienne en
coincidence avec la droite cotée 1 et celui de droite avec la droite
cotée 10. Marquons ensuite sur ce papier les points d’intersection de

son bord avec les autres droites paralléles et construisons 1’é-
chelle. '

Exemple 11. Construisons une échelle logarithmique o de 2
a 5, de module m = 173 mm, sur du papier logarithmique, en utili-
sant une famille logarithmique de droites paralléles.
Sil’on place 1’origine de 1'échelle logarithmique o au point coté o,
I'équation de 1’échelle @ s’écrit
z = m (log @ — 10g ;)

En effet, pour @ = o;, onaz = 0. Dans notre casm = 173 mm" «; =
= 2, L’équation de 1'échelle o est donc

z = 173 (log @ — log 2)
Pour a = 2,j.0n obtient z = 0. Pour a = 5,
z = 173 (log 5 — log 2) — 173 log 2,5 — 173.0,398 = 68,9 mm.
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0

10

50 it

T - ) ——] 7

Fig. 22. Schéma d’une échelle logarithinique de module 50 mm entre 0,1 et 10

30
Illf||]||l|ll|[
1 5 iC

Iig. 23. Canevas logarithmique de module 50 mm

&
0.1 0,0 10

i 5
Lllllltilllllllllilllll[lilllllll

Fig. 24. Echelle logarithmique o de module 50 mm entre 0,1 ¢t 10

1 3 10

Fig. 25. Famille logarithmique de droites paralléles ¢t sa construction a 1'aide
d’une échelle logarithmique de module 145 mm entre 1 ot 10

§ 1.9 ERREUR DE CALCUL SUR ECHELLE LOGARITHMIQUE 27

Prenons une bande de papier et tracons deux traits distants de
68,9 mm. Affectons la cote 2 au trait de gauche et la cote 5 au trait
de droite. Cherchons les droites cotées 2 et 5 sur le papier logarithmi-
que et appliquons sur elles le papier de telle sorte que le point coté

689

Fig. 26. Echelle logarithmique de module 173 mm entre 2 et 5 construite 3 Uaide
d’une famille logarithmique de droites paralldles

2{tombe sur la droite cotée 2 et le point coté 5 sur la droite cotée 5.
Marquons ensuite sur le papier les traits intermédiaires d 1’intersec-
tion de son bord avec les autres droites paralldles. On obtient en
définitive 1’échelle o de la figure 20.

§ 1.9. Erreur de calcul introduite par une échelle
logarithmique

L’échelle logarithmique o se distingue par le fait qu’en l'un
quelconque de ses points, la quantité o est calculée avec une erreur
z @ +d4a

OT\‘ s ‘# Azﬁ

T

Fig. 27. Schéma de ’apparition sur une échelle logarithmique o d’une erreur Ac
due a l'erreur géométrique Az

relative constante. Soit donnée une échelle logarithmique « (cf.
fig. 27) d’équation

z. = m log a.

Supposons qu'en se servant de cette échelle on commette une
erreur géométrique constante Az. Au lieu de la valeur exacte « on
lira donc sur 1'échelle la valeur approchée o -+ Ac. De I'équation
de I'échelle @ il résulte

: Y miao
Az = (mloga)s Ao = SInio

d’ou

10
Ag — In 1(

alz,
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ou
2,30

m

Aa =~ alz.
En pour-cent 'erreur relative est donnée par la formule
Aa
En y portant I’expression de Aa on obtient

A
o = 23082 o/
m

La lecture de cette formule montre que 1’erreur relative est dé-
finie, pour un module m donné, uniquement par 1’erreur géom’etrlque-
Ax et ne dépend pas de la position du point cherché sur 1’échelle.

Exemple 12. Déterminons l'erreur relative affectant une échelle |
logarithmique de module 250 mm avec une erreur géométrique de

mm.
On a m = 250 mm, Az = 1 mm. Il vient
230 4, 0 000
ﬁa—mA =0,92%,
i.e. une erreur géométrique de 1 mm se traduit sur une échelle loga-
rithmique de module 250 mm

par une erreur relative d’en-
viron 1%.

A

§ 1.10, Echelle projective

On appelle échelle projec-
tive une échelle obtenue par

métrique (uniforme) a partir
d’un centre P sur une droite

pb

@ @ « &; z

projective

que par construction 1’échel-

o le métrique et 1’échelle pro-
Fig. 28. Schéma d’une échelle frO]ectlve o3 q p

obtenue par projection d'une éche l’e métrique
o a partir d’un centre P sur 'axe Oz

que nous désignerons par o,.

Etablissons 1'équation de 1'échelle projective. Supposons que °

I’échelle métrique a est donnée par les équations
Zm = Aga + By,
Um = Asva + B,,

la projection d’une échelle ,‘
i > (cf. fig. 28). Il est évident

jective @ auront a leur point.
d’intersection la méme cote

§ 1.10] ECHELLE PROJECTIVE 29

ou 4;, By, 4, et B, sont des constantes. Désignons par 4 et B les
coordonnées du point P et par zp et y, les coordonnées des points de
I'échelle projective. L’échelle projective coincidant avec l’axe Oz
on a yp = 0. Par construction de 1’échelle projective le point P,
lelpoint coté a de 1'échelle métrique et le point coté o de 1'échelle
projective sont alignés, i.e. on a 1’équation

4 B 1
ZTym Ym 1|=0
12p yp 1

En portant dans cette équation la valeur yp = 0 et les expressions
de xy et yn et en résolvant I’équation obtenue par rapport & xp, il
vient

_ (AAy;— BA,) a4 AB,— BB,

= Aot 5,—B .

En remplagant z, par z et en posant a = 44, — BA,, b = AB, —

=BB,, c=A4, et d =B, — B, on obtient I’équation de 1’échelle pro-
jective

Lp

__ao+-b

= arae (1.6)
Le second membre est une fonction homographique. On supposera
que
a b
c d

Pour ¢ = 0 1’échelle projective se transforme en échelle métrique.
Pour construire 1’échelle projective définie par 1'équation (1.6),
on peut appliquer la méthode générale, i.e. dresser le tableau des
valeurs de z dans les limites données de variation de o. Il existe
cependant des méthodes plus économiques tirant parti des pro-
priétés de 1’échelle projective. Considérons deux d’entre elles.
Premiére méthode. On remarque sur la figure 28 que le point P
peut &tre obtenu comme 1'intersection de deux rayons projectifs
quelconques. Dans 1'équation (1.6) de I'échelle projective o, don-
nons a la variable o trois valeurs quelconques par exemple o,
%, et ag, et calculons les valeurs correspondantes de 1'abscisse z,
S0it z;, 5, x3. Construisons ces trois points de 1'échelle projective
« en portant sur l'axe Oz les abscisses z;, z, et x4 et affectons-les
des cotes oy, &,y 6t a3. Menons par le point coté o; une droite quelcon-
que et construisons sur elle une échelle métrique de module conve-
nable en la disposant de telle sorte que les points cotés a, se confon-

dent sur les échelles projective et métrique. Menons des droites par
les points cotés o, et o, sur les échelles métrique et projective.

Leur intersection donnera le point P. A partir de P, projetons 1’échel-
le métrique sur Oz et construisons 1’échelle projective.

5= 0.
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Fig. 29. Exemple de construction d’une échelle projective, dont trois points &g 2
sont connus, & 1'aide d'une échelle métrique auxiliaire 2. a
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Fig. 30. Schéma de construction d’une échelle projective, dont trois points sont &0
connus, a 1’aide d’un faisceau régulier de droites et d’une feuille de papier =
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Exemple 13. Construisons 1'échelle projective o d’équation

4110
0,3t 42,9

=

de 0 2 10, de 1 en 1. '
Supposons par exemple que o«; = 0, oy = 2, a3 = 10, On a

= 4,05 z, =29,7; z3 =764

Tragons 'axe Oz (fig. 29) et marquons les points de 1’échelle pro-
jective o de cotes 05 2; 10 et de coordonnées x; == 4 mm ; x, = 29,7 mm ;
zy = 76,4 mm. A partir du point coté 0 menons sous un angle con-
venable une droite et construisons sur elle 1’échelle métrique a

@, @, @,

0 | |
re——&; ———){ z
pe————————— I
—— —_— >

fig. 33. Construction des points d’une échelle fonctionnelle « de cotes ay, aa, g

de 02 10 avec un module de 10 mm. Plagons le point coté 0 au point
de mé&me cote de 1’échelle projective . Cherchons le point P d’inter-
section des droites passant par les points des deux échelles cotés 2
et 2, 10 et 10. A partir du point P projetons 1’échelle métrique sur
le support de 1'échelle projective. Construisons 1’échelle projective
obtenue.

Deuzxieéme méthode. Cette méthode est une variante de la précé-
dente. Tracons sur une feuille de papier (fig. 30) un faisceau de droi-
tes équidistantes dans les limites de variation données de o. Mar-
quons sur une bande de papier les points cotés oy, o, et oy de 1’échel-
le projective. En faisant glisser cette bande sur le faisceau de droi-
tes, on 1’ameéne dans une position telle que le point o, tombe sur la
droite oy, le point o, sur la droite a,, et le point oy sur la droite a.
Marquons ensuite les points d’intersection des autres droites avec
le bord de la bande et construisons 1'échelle.

Exemple 14. Construisons par cette méthode 1'échelle projective
a dans le cas de 1’exemple précédent.

Menons un faisceau de droites équidistantes o de 0 a 10 (fig. 31).
Tragons sur le bord d’un ruban de papier 1'axe Oz et marquons, aprés
avoir calculé leurs coordonnées, les points de 1’échelle projective de
cotes a; = 0; a, = 2 et ay = 10 (fig. 32). Faisons glisser le papier
de la figure 32 sur le faisceau de droites de la figure 31 et trouvons
une position telle que les points cotés 0, 2 et 10 tombent sur les rayons
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du faisceau de mémes cotes. Marquons ensuite les points d’intersection
du bord du ruban avec les rayons et construisons 1’échelle.

L’échelle projective est souvent utilisée pour la graduation ap-
prochée des échelles fonctionnelles sur de petits intervalles de va-
riation de la variable. Supposons que pour 1’échelle fonctionnelle
donnée par 1’équation

z =F(a),

ou F (a) est une fonction strictement monotone, on ait constrl}it
trois points (cf. fig. 33) cotés oy, @, et ay d’aprés leurs coordonnées
2 = F (o), zy, = F (&), 3 = F (a.3). Adoptons ces trois points
pour points de 1’échelle projective et tragons les traits intermédiaires

;par ’un des procédés décrits.
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CHAPITRE 2

REGLES A PLUSIEURS CURSEURS

§ 2.1. Sur les abaques du type régle a calcul

Les ingénieurs ont trés souvent affaire a des relations mettant en
jeu plusieurs variables et se ramenant & la forme

f1+f2 + +fn :05 (21)

o f; = fi (@), fo = fa (a5), ete.

Les abaques du type régle a calcul & plusieurs curseurs sont le mieux
appropriés a 1’étude de telles relations. Ils sont suggestifs et com-
modes & 1'usage. Par ailleurs le principe de leur construction est

|
VI%V

Fig. 34. Schéma de construction d’une régle en papier a un curseur

l
Litsen’/ ) WI///I

corps

simple puisqu’ils sont constitués uniquement d’échelles rectilignes
de méme module pour les fonctions des équations (2.1). C’est pour-
quoi il est recommandé de commencer 1’étude des méthodes nomogra-
phiques par ces abaques en premier.

Pour construire des régles a curseurs, le plus simple est d’utili-
ser du carton. La figure 34 représente une régle a un curseur en carton.
On construirait de fagcon analogue des regles a plusieurs curseurs en
carton. La construction décrite dans 1’article [53] convient bien aux
régles en plastique recouvertes d’une couche photographique.

§ 2.2. Reégles a un curseur

La figure 35 représente un abaque du type regle a calcul a un curseur.
L’abaque est constitué d’un plan fize n ou fond et d'un plan mobile:
le curseur n' qui peut glisser entre deux droites paralléles menées
sur le plan mt & une distance d I'une de 1’autre. La largeur du curseur
est aussi d. Sur des paralléles du plan n et les bords du curseur on
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trace quatre échelles o, @y, a3 et a,. L’abaque résout 1'équation a
quatre variables

f1+f2+f3 + f4:0~ (2-2)

Supposons que dans l’équation (2.2) la variable inconnue est
a4. Pour la déterminer a 1'aide de 1’abaque de la figure 35 on dépla-
ce le curseur i’ de telle sorte que les points donnés sur les échelles
a, et a, viennent en coincidence, puis en face du point donné de
I’échelle oy on lit la réponse a, sur 1’échelle a,.

Prouvons que 1’abaque de la figure 35 représente réellement 1’équa-
tion (2.2). Tragons sur les plans & et ®’ un systéme de coordonnées

% A
4
g | & 4
N RN
/II TTT T T T 1T 111
<—$‘4 -4
7 4 2
! g
7! a
14
-
o z’ 2y
f—-J'A——ﬂ CZJ
9 JllllllLlll

"[ FTTTTTT TT T
[l LI z

i x4 > @,
4

Fig. 35. Schéma d’un abaque du type régle A calcul & un curseur pour 1’équation
@.:

20y et 2’0y’ comme sur la figure 35. Désignons par P; et P, les
points communs des échelles a; et a,, et par P, et P, ceux des échel-
les a3 et a,. Désignons respectivement par z,, z;, z; et z, les abscis-
ses des points P;, P,, Pg et P,.

Exprimons 1'abscisse z, en fonction des abscisses z;, z; et zi.
De la figure 35 il vient

Ty =& — T3+ 3

ou
Zy—xo 23— 2, =0, (2.3
Dans I’équation (2.3), en posant ‘
xlz.fh xé:—f% x&:f.’iv xlgz'—fln (24)

on obtient la forme (2.2).

Les équations des échelles de 1'abaque de la relation (2.2) se
déduisent a partir de la formule (2.4). Introduisons dans ces dernis-
res les paramétres de transformation m, a,, a, et a;. A cet effet, met-

3%
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§ 2.3] CONSTRUCTION DES REGLES A UN CURSEUR 37

tons 1’équation initiale (2.2) sous la forme
m(fy —a) +m(fa —ay) +m (fs — az) + m (fy + a; + a, +
+ a3) = 0. (2.5)

Si maintenant dans 1'équation (2.5) on pose

fi=m(fi—ay), fa=m(fz—ay),
]73=m(f3——a3), ?A=m (fu+a;+az+ ag),

on obtient de nouveau une équation de la forme (2.2), mais avec
d’autres fonctions

fit+Fatfs+fu=0.

Les nouvelles équations des éléments de 1’abaque s’écrivent:
échelle a,:

zy =m(f; — ay);
échelle a,:
x, = —m(fy — ay);
échelle oy

zy = m (f; — ay);
échelle «,:

Zy=—m (fy + a; + a, + ay).

Elles se distinguent des équations initiales (2.4) par le fait qu’elles
contiennent les paramétres de transformation. La projection de
l’abaque’ consiste & choisir diiment les paramétres introduits.

__ Des équations des éléments de 1’abaque il s’ensuit que toutes les
échelles sont de méme module m, module dont le choix permet de
modifier les dimensions des échelles.

Si dans les équations (2.2) toutes les équations sont croissantes,
les sens des échelles ay, @,, @y et a, doivent alterner. Ceci étant
I’échelle a, doit étre orientée de gauche a droite.

Les paramétres a;, a, et a; étant A choisir arbitrairement on peut
toujours s’arranger pour les prendre tels que les échelles de 1’abaque
soient disposées de fagon commode. On peut par exemple placer
I’échelle @, sur une section quelconque de la droite y = d du plan
n." Les échelles a, et a; peuvent &tre arbitrairement disposées sur
le’s“bords du curseur nt’. Pour ce qui est de 1’échelle a,, sa place est
déjd déterminée par celle des autres échelles.

'Lorsqu’on construit un abaque, il n’est pas nécessaire d’intro-
duire les systémes de coordonnées xOy et z'0'y’ et de calculer les
valeurs des paramétres a,, a, et'a,; on peut se donner de fagon con-
venable trois échelles-des variables connues et déterminer la position

e c p . ) .
del échelle cherchée ou échelle de résolution en résolvant un exemple
numérique.

§ 2.3. Méthode de construction des régles
4 un curseur

De ce qui précéde il résulte que pour construire des abaques du
type de la figure 35 pour 1’équation (2.2), il faut suivre la marche
suivante.

1) On commence par ordonner les échelles. Supposons, par exem-
ple, que la premiére en commencant par le haut est 1'échelle a,
la deuxiéme 1’échelle «,, la troisicme o4 et la quatriéme 1’échelle de
résolution a,.

2) On dessine le schéma de 1’abaque, on inscrit le symbole des
échelles et on oriente les échelles dans 1'hypothése que toutes les
fonctions de 1’équation (2.2) sont croissantes. Ensuite on inversele
sens des échelles des fonctions décroissantes si celles-ci existent.

3) On choisit le module m et on prépare les canevas des échelles
pour les fonctions fy, f,, 3 et f, dans les limites données de variation
des variables. Si parmi ces fonctions il en est qui sont linéaires,
logarithmiques ou homographiques, la construction des canevas
se simplifie, car elle peut &étre réalisée & l’aide des procédés graphi-
ques examinés au chapitre 1.

4) On résout un exemple numérique, i.e. on se donne des valeurs
convenables quelconques de @, a,, @3 dans le domaine de variation
de ces variables et on calcule & 1'aide des équations (2.2) la valeur
correspondante de la variable de résolution o,.

5) On choisit une disposition compacte des échelles o, a, et o
et on les trace. On détermine la position de 1'échelle de résolution a,
en se servant de 'exemple numérique. Pour cela on disposera le
curseur nt’ de sorte A faire coincider les points donnés des échelles
a, et a,. En face du point donné de 1'échelle @y on marquera sur
le plan = un point auquel on affectera la cote cherchée a,. Ensuite
A I'aide du canevas on trace 1’échelle de résolution a4 et on I’oriente
convenablement.

Si 1'équation (2.2) est de la forme

f1+fz +f3=0, ’ (2-6)

i.e. ne renferme que trois variables, dans 1'abaque correspondant
du type de la figure 35, 1'une des échelles est remplacée par un
point fixe. On peut le prendre sur le bord inférieur du curseur.
L’équation (2.6) s’écrit dans ce: cas

f1+f2+0+f3=0-
Exemple 15. Construisons un abaque pour la formule
P =50 + 0,75 (I' — 150) + 0,25 (4 — 20), 2.7)
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qui donne le poids optimal P d’'un homme en fonction de sa taille T
et de son age A. Les variables évoluent dans les limites -

150 << 7 < 190 em, 20 << A < 80 ans, 50 << P < 90 kg.

La formule (2.7) se raméne a la forme (2.6). L’abaque aura un
seul curseur. Adoptons l'ordre suivant des échelles: 7, 4, P. En
vertu de cet ordre mettons 1'équa-
t on (2.7) sous la forme

4~ 0,75 (I — 150) -+ 0,25 (4 — 20) -+
+ (=P +50) =0. (28)

Dessinons 1'abaque et tracons les

P i fleches (fig. 36). Corrigeons le sens

Fig. 36 P T des fléches. Les échelles T et 4 sont
"ig. 36. Schéma d’une régle a n X . X

curseur pour la formule (2.7), les COITeCtement orientees, pulsque les

échelles sont orientées par les [l¢- fonctions 0,75(T — 150) et

ches 0,25 (A — 20) sont croissantes. Bar-

ronsla fléche de 1'échelle P et tracons

une autre de sens contraire, puisque la fonction (—P 4 50) est dé-

croissante.

Multiplions les deux membres de 1'équation (2.8) par le module
m, soit

0,75m (I' — 150) + 0,25m (4 — 20) + m (—P + 50) = 0

et posons

9

T,cm

190

’

années

A

180
80

70

60

30

mp = 0,75m, m, = 0,26m, mp = m.
Si l'on prend m = 4 mm, on obtient m, = 0,75-4 = 3 mm, m, =
= 0,254 =1 mm et mp = 4 mm. v b
] Construisons les canevas des échelles métriques T, 4 et P a l'aide |
des équations ‘

z =mq (I — 150) = 3 (T — 150),
z2=my (4 —20)=4—20, z=mp (L — 50) =4 (P — 50).

Les figures 37, 38 et 39 représentent des canevas tout préts.
Dessinons encore le schéma de 1’abaque en y indiquant les limites
données de variation des variables et les modules des échelles (fig. 40).
Considérons un exemple numérique. On trouve que pour I’ =
=170 cm et A = 70 ans la valeur de P est 77,5 kg. ‘
Tragons deux paralldles distantes de 40 mm et portons sur elles | X
a I'aide des canevas des figures 37 et 39 les échelles T et P en nous | B
inspirant du schéma de la figure 40. Disposons les échelles 7 et P | - -
de telle sorte que leur milieu soit situé approximativement sur une | B
méme verticale. Construisons un curseur d’'une largeur de 40 mm | B
et sur son bord supérieur portons 1'échelle 4 a 1’aide du canevas
de la figure 38. Déterminons le point fixe (la fleche verticale) sur

40

30

160
l]lllllIII!IIIIIHHJIII]IHI’

20

<0

60

30

llll],IIIIIIIIIII.II‘!II[IIIllllll!l]’lllll
170

Fig. 38. Canevas de 1’échelle métrique de 1'age A de module 1 mm entre 20 et 80 ans
70

5

40
Fig. 39. Cancevas de 1'échelle métrique du poids P de module 4 mm entre 50 et $0 kg

Fig. 37. Canevas de 1’échelle métrique de Ia taille 7 de module 3 mm entre 150 ct 190 em

150
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le curseur d’aprés I’exemple numérique. A cet effet faisons coincider

les points des échelles T et A respectivement de cotes 7 = 170 cm

et A = 70 ans-et tragons sur — S

T le curseur une fléche en face du -

130 my=3mm 190 point de I’échelle P, coté P =

! I T =77,5kg. On obtient 1'abaque

80 my=tmm 20 de la figure 41. La position du

A curseur correspond a 1’exemple

numérique suivant (7’=170cm,

¢ A =170 ans ;réponse P =
My =4m

190

| —=171,5 kg).
| .

30

180

170
IIIIIIIIIIII[I[lIII,I[[lIJIIIIIIIIIIIIJLI
70
T

P, g

Ip = 4 mm %0 Exemple 16. Construisons
P un abaque de la formule
Fig. 40. Schéma d’une régle 3 un curseur 184
four la formule (2.7) avec indication des V= 5018035 (2.9)
imites de variation des variables et des oo s
modules des échelles

7

,annees
|
8

I
5
A
T

qui détermine la vitesse de cou-
pe v en fonction dela durée de
vie 7' d'un instrument, de la profondeur de coupe ¢ et de I’avancée
s en un tour de broche. Les limites de variation sont

30 << T <100 mn; 0,6 <t << 10 mm;
0,1 < s< 2,5 mm/tour; 50 << v << 200 m/mn.

7, cm

I

I

0

En prenant le logarithme de 1’équation (2.9), on obtient .
log v = log 184 — 0,2 log 7 — 0,18 log t — 0,35 log s. . (2.10)

L’équation (2.10) est de la forme (2.2) et peut étre représentée par
une régle & un curseur. Adoptons 'ordre suivant des échelles:
t, T, s, v. En vertu de cet ordre mettons I’équation (2.10) sous
la forme

(—0,18 log ) + (—0,2 log T)+ (—0,35 log s) +
+ (— log v + log 184) = 0.
Dessinons I'abaque (fig. 42). Toutes les fléches sont orientées dans

le sens inverse puisque toutes les fonctions sont décroissantes.
Multiplions la derniére équation par m; on obtient

—0,18m log ¢ - 0,2m log I — 0,35m log s -+ :' , . I [

+ m (—logv + log 184) = 0. .
Désignons les modules des échelles logarithmiques ¢, I, s et v par | — i
my, Moy mg 6t m,. On a my = 0,48m; my = 0,2m; m, = 0,35m; | v — '
m, = m. Si-l’on prend m = 250 mm, on obtient m, = 0,18.250 = , 3
=45 mm; my = 0,2-250 = 50 mm; m, = 0,35-250 = 87,5 mm; ‘
m, = 250 mm. Préparons des canevas logarithmiques de modules

160

8
Fig. 41. Régle’a un curseur pour la formule (2.7)

150
[
T
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E3

45 50; 87,5 et 250 mm. Dessinons encore une fois I’abaque en y’indl'
quant les limites de variation des variables et les modules des échel-
les (fig. 43). . '
Considérons un exemple numérique. Supposons que ! = {1 mm,
7 = 100 mn, s = 1 mm/tour. La formule (2.9) donne
184 184

YT 0002 0 IS 05 T TE

=173,3 m/mn.

Prenons un curseur de 40 mm de largeur. Ghoisissons une position
convenable des échelles t, T' et s. Déterminons 1'échelle v conformé-

t
10 my =43 mm 0,15
|
I ]
- 30 my.=30mim 100
—4—> T 7
< ———
T S
2,3 m =81,3mm 0,11
—— s = L T T
a0 my, =230 mm 200
-—it— U > U

Fig. 43. Schéma d’une régle a un curseur

un curseur pour la formule (2.9) pour la formule (2.9) avec indication des

avee indication du sens des limites de variation des variables et des
échelles modules des échelles

Fig. 42. Schéma d'une régle a

ment a l'exemple numérique. On obtient en définitive 1’abaque
" g .
de la figure 44. La position du curseur correspond & l'exemple numé

t,mm
909 2 {08
TllllTl]Xl i TlllilllllT
l I ] ll Tl lr
30 50 100
T,min
S, mmftr
2 1 05 04 03 02 04
I lll]lL[lT'l lllTl Illlllllll,\l;l Il lllllllilll'xllrll{l‘llTxlll’lll]T“l‘[I]sllllllllullillul'll it |I T
50 60 70 80 90 100 i 130 200
v, mfmin

Fig. 44. Régle & un curseur pour la formule (2.9)

rvique (on donne ¢ = 1 mm, 7 = 100 mn, s =1 mm/tour ; réponse
v = 73,3 m/mn).
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§ 2.4. Cas général de régles a plusieurs
curseurs

La méthode de construction des régles & un curseur pour la rela-
‘ion (2.2) se généralise facilement & une équation de la forme (2.1)
a n variables. L’équation (2.1) avec n >4 peut étre représentée
par un abaque du type régle & calcul & plusieurs curseurs. L’abaque
doit nécessairement comprendre 0,5 (2 — 2) curseurs pour n pair,
et 0,5 (n — 1) curseurs pour » impair. Dans le dernier cas 'échelle
manquante est remplacée par un point fixe situé sur 1'un des cur-
seurs. On peut le placer sur le dernier curseur et le signaler par une
flache verticale. Lorsqu’on tracera sur-l'abaque des fléches horizon-
tales pour indiquer le sens des échelles, on prendra soin d’inscrire
une fleche prés du point fixe.

Exemple 17. Construisons l'abaque de la formule

CetdDsh7?

M = =150

(2.11)
qui donne le moment de torsion utile de la broche M en fonction
de 1'angle de coupe 8, du diamétre de la pidce A traiter D, de la
profondeur de coupe t, de I’avancée s de 1'outil en un tour de broche
et du coefficient de coupe C,. Les limites de variation sont

3L Cp << 300 kg/mm?; 4 <Ct<C40 mm; 60°<C S << 80°;
10 <D << 1000 mm; 0,1 < s << 10 mm/tour; 30 << M << 300 kgm.
En prenant le logarithme de l'’équation (2.11), on obtient
log M = log C¢ + log t + log 6 + log D +
-+ 0,75 log s — log 150 000. (2.12)
L’équation (2.12) met en jeu six variables et peut &étre représentée
par une régle & deux curseurs. Adoptons 1'ordre suivant des échelles:
Ce, 1,8, D, s, M. En vertu de cet ordre mettons 1’équation (2.12)
sous la forme
log C; + log ¢t + log 6 -+ log D + 0,75 log s +
+ (—log M — log 150 000) = 0.
Dessinons 1'abaque et orientons les échelles (fig. 45). Vérifions le
sens des échelles. La fonction (—log M — log 150 000) étant seule
décroissante, il faudra inverser le sens de 1'échelle M.

Posons m = 250/3 mm. Les échelles logarithmiques C,, t, 8,
D, M auront alors un méme module et celui de 1'échelle s sera égal a

250 -~ o =
my =5 0,75 =062,5 mm.
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Cor—s
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Fig. 45. Schéma d'une régle 2 deux curseurs pour la formule (2.11)avec indi-
cation des sens des échelles —

3 Co—> % 500
!
)

‘i 3 ’ ¢ 3 i 2.11) avec indi-
"ig. 46. Sch d’une régle & deux curseurs pour la formule ( a
1 1gca?i(z)n S(;lceseirilglitcs de \%ariation des variables et des modules des échelles

e, Hgfmm?
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Fig. 47. Régle & deux curseurs pour la formule (2.11)

§ 2.4] CAS GENERAL DE RBGLES A PLUSIEURS CURSEURS 45

Pour construire 1'abaque il faut donc disposer de deux canevas
logarithmiques de modules 250/3 mm et 62,5 mm. Préparons-les.
Dessinons une nouvelle fois I’abaque en y indiquant les limites
données de variation des variables et les modules des échelles
(fig. 46).

Traitons un exemple numérique. Soit C, = 100 kg/mm?, t =

= 10mm, § = 75°, D = 100 mm, s = 1 mm/tour. La formule (2.11)
donne

100-10-75-100-19-75
M = 10010 153 010(?1 = 50 kgm.

La figure 47 représente un abaque construit pour des curseurs de
35 mm de largeur. La position des curseurs correspond a la solution
de I'exemple numérique (on donne C, = 100 kg/mm?, t = 10 mm,
§ =75, D =100 mm, s =1 mm/tour; réponse M = 50 kgm)

Exemple 18. Construisons un abaque de I’équation

oQ?  (bher - mhir)?

9,81 b1 omhey (2.13)
qui définit la profondeur critique 4., dans les canaux de profil
trapézoidal en fonction du débit Q, de la largeur b du lit du canal,
du coefficient m d’écartement des berges et du coefficient de varia-
tion a de la distribution des vitesses sur la section «. La variable m
prend les valeurs standard suivantes: 0,25: 0,5; 0,75; 1; 1,25;
1,505 1,75; 2; 2,5; 3. Les autres variables évoluent dans les limites

suivantes
1<O<0m¥/s; 1< m; 1 Ca<<1,1; 0,3 < her << 5m.

Transformons 1’équation (2.13). Mettons la quantité bhg, en facteur
au numérateur et la quantité b au dénominateur, et multiplions
les deux membres de 1’équation par m3/b%. On obtient

h 3
. , 4 Der )
aQ?ms mherp \ 3 ( b
90,8163 b ( I;C . ) - mhor (214)
2=
Introduisons la variable auxiliaire w en posant
/ __ mhgp
==, (2.15)
L’équation (2.14) peut encore s'écrire
: : aQ®m® ud (1 u)?
’ 78 __9,81—m—, (2.16)
:Désignons pour abréger
' t(u)=9,80 L0+ (2.17)

142u
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L’équation (2.16) s’écrit alors
aQ?m?
=1 (u). (2.18) 0
Faisons varier u entre 0,1 et 2. L’équation (2.18) contient cing &
variables. En prenant le logarithme de cette équation on obtient x n e
210gQ+10ga+310gm—510gb-—logt(u):O. i ‘ﬁl,L
Cette équation peut &tre représentée par un abaque du type régle ¢ b Y
a calcul a deux curseurs. f~—> ‘
[ T - \
¢ — . ATINNNN
_& : 5 g Ne g }
@ <—— N f :Ir\ n L NG
m ; et —> T
- . Fig. 49 R‘”l ) e
b 1g. 49. Regle a un ur T 5 ) . .
b —@| T, N A st RIE S0 Sebima dun g i i
I A , = mille de -
¢ We2 ( seus des échelles et de leurs modules tantes pour lyéquationlg(rzlfzis?sons
4 — :
Fig. 48. Régle & deux curseurs pour 1’équation (2.18) avec indication des sehs ( Q,m%
des échelles et de leurs modules b { 2 SIS
3 rllllIIHITlII[\? If ? | 0 20 30 40 50
[} , . . . . L !
L’abaque est tracé sur la figure 43. Si le module principal est I ‘I"']}Ik"“““'rf R | <
pris égal a 50 mm, ceux des échelles logarithmiques Q, &, m, b | 11 1 ’
seront respectivement: mgq = 100 mm, mg = 50 mm, m, = 0,25 05 0(075 m ,
= 150 mm et m; = 250 mm. | i i i 11 | 1|T5 2 25 3 1
Construisons le canevas de l'échelle u a 1'aide de 1'équation | %l L L L L SR R RN lrunlulxI..,lI. S I
3 2 3
x=50'10g,—£%, : (2.19) | bm 4 c
) p n°
dans laquelle . ; X
o qq 0.13-(14-0,173 i' | o
£(0,1)=9,81 R 3 \ -, :
Le tableau 6 contient les valeurs des coordonnées qui servent a la | ‘
construction du canevas de I’échelle u et qui ont été calculées & Iaide | \\ j
de 1’équation (2.19). i \ i
Tableau 6 b 0% | T | L e | = i i "
. i’ ,25 05 0,75 1 m 15 z 25 3 :
w x u x u x [ } b’m! iL ¢ 4 5 n3 ‘ a
- L 11
! : 013! T lloll:lllolsl I T | lllll |lll‘ l[Lf I“lllhl”||[|‘ll||1|llrlil|‘|'|ll}'I T IIllllll
.- ’ o ! 2 5 4 s
0,1 0 0,5 114,0 0,9 160,3 ! her,m il
0,15 27,5 0,6 128,0 1 130,2’ it
0,2 47,5 0,7 140,1 1,5 203, . ol 5 \ .
0.3 76,2 0’8 1508 5 9295 - Fig. 51. Régle & trois curseurs pour 1'équation (2.13) i
0,4 07,2
B
L

ke
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En prenant le logarithme de 1’équation (2.15) on obtient
log u — log m + log b — log her = 0.

Cette équation peut &tre représentée par une régle a un curseur.
L’abaque est celui de la figure 49. Toutes les échelles logarithmiques
ont un méme module. Prenons-le égal a 150 mm.

Dans les abaques des figures 48 et 49 on prendra le plan commun
pour fond. 11 contiendra 1'échelle Q, deux échelles différentes u et
1’échelle de résolution %, En joignant les points de mémes cotes
des échelles u et en omettant ensuite les cotes u, on obtient 1’abaque
de la figure 50, qui se caractérise par la présence d'une famille
de droites auxiliaires non cotées.

La figure 51 représente 1’abaque construit d’aprés le schéma

de la figure 50. La position des curseurs correspond a la solution
de l'exemple numérique: Q = 10 m?s, a = 1,4, m = 0,75, b =
= 2 m; réponse ho = 1,20 m.

On remarquera que la relation (2.1) peut dtre représentée égale-
ment par une régle & un curseur et a un viseur. Sur le corps de la
régle on disposera deux échelles et sur le curseur les autres. Pour
lire la réponse il faudra déplacer plusieurs fois le curseur et le viseur.
La méthode de construction de ces régles est analogue & celle qui
vient d’8tre examinée. Elle fait 1’objet des articles [54, 55]..

CHAPITRE 3

GRAPHES DE FONCTIONS
ET ECHELLES ACCOLEES

§ 3.1. Notion de graphe de fonction

Pour représenter des relations entre deux variables on emploie
les graphes de fonctions et les échelles accolées. Considérons tout
d’abord les graphes de fonctions et certaines de leurs applications.

Soit donnée la relation entre deux variables

p=7r(a). (3.1)
Pour représenter cette relation, prenons le champ binaire (a, p)
donné par les équations
x:f(aﬂ B)! y:g(a’v B)
Supposons que ce champ binaire est de la forme indiquée sur la
figure 52, i.e. chaque ligne « coupe chaque ligne  en un point

et un seul. Pour construire le graphe de la fonction (3.1) dans ce
champ, dressons le tableau 7 des valeurs de cette fonction:

Tableauw 7
o Oy Gy ‘ 3 l o On
B P Ba ‘ Bs . .- Bn

Repérons dans le champ (o, B) les points cotés oy et Py, ap et By, - - -

.., d, et P, et joignons-les par une ligne continue. Cette ligne
sera le graphe de la fonction (3.1) dans le champ binaire (o, B). Le gra-
phe de la fonction permet de déterminer d’aprés une valeur donnée o
la valeur correspondante P. Pour cela on cherche le point d’inter-
section de la ligne o avec le graphe. La cote de la ligne [ passant
par ce point nous donnera la réponse. On résout de fagon analogue le
probléme inverse, c'est-d-dire la détermination de o d’apres f
donné.

En particulier, pour champ binaire de représentation du graphe
de la fonction (3.1) on peut prendre un réseau cartésien défini par
les équations

r=a, Y= ﬁ'
4—049

|
{
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On obtient alors le graphe ordinaire d’'une fonction dans un réseau
cartésien (fig. 53).

Quelquefois on peut tirer parti du choix arbitraire du réseau
fonctionnel (e, B) et réduire le graphe de la fonction & une allure
simple pour en alléger la construction.

Tous les graphes des fonctions de la forme

p = AaB, (3.2)
ou 4 et B sont des constantes arbitraires, tracées dans le réseau
logarithmique défini par les équations

y = n log B, (3.3)
seront des droites. Dans les équations (3.3), m et n sont des constan-
tes. Comme la droite est définie par deux points, pour construire

YA

z = m log a,

<4

> | >

o° z 0% z
Fig. 52. Graphe de la fonction § =
=F (o) dans le champ binaire (ct, B)
d’équations z =f (a, P) et y=g (o, )

Fig. 53. Graphe de la fonction p =
=F () dans le réseau cartésien
(o, ) d’équations =z = o et yf=p

le graphe rectiligne de la relation (3.2), il suffit de connaitre deux
couples de valeurs o et § satisfaisant 1’équation (3.2).

Montrons que les graphes de la relation (3.2) sont des droites
dans un réseau logarithmique. Prenons le logarithme des deux
membres de 1'équation (3.2). Il vient

log p = log A + B log a.
Portant dans cette équation les expressions de log o et log P tirées
des équations (3.3), on obtient 1'équation de la droite

y=B—z+nlogA. (3.4)

Exemple 19. Construisons sur du papier logarithmique le graphe
de la fonction
‘3 = 1,4q2, 142
dans 1'intervalle 1 << o < 7.

§ 3.1] NOTION DE GRAPHE DE FONCTION 54

100

Y

10

9 10 30 100 500 1006
- 4
Fig. 54. Construction du graphe de la relation p = 1,4 a2 sur du papier loga-
rithmique
100
/
/
) /
o (=5, p=4t)
40
/
30 /{
20
10
/
/
y
1/
T
3 /
: /
c/d=1;ﬁ=1,‘*)
1 T
i 2 3 4 5 676910
@
Fig. 55. Partie utile du réseau logarithmicque (2051,42[3) et graphe de la fonction p=
=1,4 a?

’

L¥*
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A Tintervalle [1, 7] de variation de o correspond 1’intervalle
{1, 907 de variation de B. Prenons pour droites B les droites paralle-
les a la longueur du réseau logarithmique de la figure 54 et pour
droites o les droites paralléles & la largeur.

Conservons la graduation du réseau. P variera donc entre 1 et
100 et o entre 1 et 1000. Ces intervalles couvrent les limites données
de variation de o et . Calculons deux exemples numériques. Posant
a = 1, on trouve } = 1,4. En faisant o = 5, on obtient [ ~ 44.
Marquons sur le réseau (@, p) les points cotés a =1 et f = 1,4,
a =5 et p = 44 et joignons-les par une droite. La figure 55 repré-
sente la partie utile du réseau (e, p) avec le graphe. Supposons
a = 2,5. Il lui correspond la valeur p = 10 sur le graphe.

§ 3.2. Choix des parameétres dans les formules
empiriques du type produit de puissances

La méthode du choix des paraméires 4 et B dans les formules
empiriques du type produit de puissances est basée sur la rectifica-
tion du graphe de fonctions (3.2) dans un réseau logarithmique.

Supposons que la relation (3.1) est donnée par le tableau 7 dressé
empiriquement. On demande de choisir les parameétres A et B de
la formule (3.2) de telle sorte que ce tableau corresponde le mieux
a cette formule.

Repérons sur le réseau logarithmique défini par les équations (3.3)
les points (o, By), (s Pa)y - - -5 (@n, Pn) et tragons (A vue) la
droite qui passe le plus prés de ces points. L’équation de cette droite
peut s’écrire

y = ax |- b.

En comparant cette équation avec 1’équation (3.4), on obtient.

fﬂ )
a=B— el h=nlogia,

A=A, p=""

b n .
Pour déterminer les coefficients a et b il faut rapporter le réseau
logarithmique & des axes de coordonnées 20y en tenant compte du
fait que 'origine doit coincider avec le point correspondant & o =

= ) = .

En cffet, pour o = p =1, il vieut

z=mloga =mlogl =0,

y=mnlogpP =nlogl =0

§ 3.31 EXEMPLE DE CHOIX DES PARAMETRES 53

La figure 56 représente le schéma d’alignement de données
empiriques dans un réseau logarithmique (o, f), dont les deux axes

g ) Gmxb
100 Y
f /
10 . ) (dﬂ’ﬁﬂ)
(@./3) /vf,
/ (@,,/8,)
)Y -
: i 10 100 1000 z
@

Fig. 56. Schéma d'alignement des données empiriques dans un réscau logarith-
mique (o, P) dont les deux axes ont méme module

ont le méme module m. Dans ce cas les formules de A ¢t B se simpli-
fient
A=100m  B=q.
On peut utiliser un procédé analogue pour déterminer les para-
métres des formules empiriques j

B
B = AaBafals ... a,n,

ol Oy, Xy, - - ., Ay, P sont des variables et 4, By, By, ..., B,
des constantes.'

§ 3.3. Exemple de choix ues paramétres
dans des formules empiriques du type produit
de puissances

La vitesse de coupe v s’exprime en fonction de la profondeur de
coupe ¢t et de 1’avancée s en un tour de broche a 1’aide de la formule
du type produit de puissances

v = AtBsC, (3.5)
ou 4, B et C sont des constantes.'

Dans les tableaux 8 et 9 figurent les valeurs des vitesses obtenues
empiriquement respectivement & profondeur de coupe fixe (I =
= 5 mm) et & avancée fixe (s = 0,6 mm/tour).

Tableau &
t==5 mm
s, mm/tour 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 1 ‘ 1,2
v, m/s 48,6 ‘ 40,5 | 34,8 | 31,0 | 27,9 | 25,6 | 22,0 | 19,6
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Tableaw 9
s=0,06 mm/tour

t, mm 3

v, m/s 35,4 ’ 32,9 l 31,0 \ 29,6 27,4

Calculons les constantes 4, B et C de la formule (3.5) en utili-
sant les données des tableaux.

Pour ¢t = const, la formule (3.5) s’écrit
v = A,s¢,
olt A, est un coefficient numérique. Dans un réseau logarithmique,

vynfs
100

30 =

30

68
i

20

60

<—29—j

10

o - 02 03 04 05 1 2
s, mm/tr

Fig. 57. Alignement des données empiriques du tableau 8 dans le réseau loga-

rithmique (v, s) obtenu par une chiffraison respective du papier logarithmique

dont les deux axes ont méme module, elle est représentée par une
droite dont la pente définit le parametre C.
Pour s = const, la formule (3.5) s’écrit sous la forme analogue

— 4,17,

ou A, est un coefficient numérique.

Prenons du papier logarithmique (fig. 57). Inscrivons les cotes
v=10; 20; .. .; 100 m/s aux pieds des horizontales et les cotes
s=0,1;0,2;0,3; 0,4; 0,5; 1; 2 mm/tour aux pieds des verticales.

§ 3.38] EXEMPLE DE CHOIX DES PARAMETRES 55

Utilisons le tableau 8 pour porter sur la figure 57 les points v et s.
Ils sont presque tous situés sur une méme droite. Tragons cette
derniére.

L'origine des coordonnées se trouve en dehors du schéma au
point du réseau coté v = 1 m/s et s = 1 mm/tour. Déterminons
la pente de cette droite & 1'aide de la formule

C — Yo—VY1
Zo—2xy

oll §; et 7, sont les ordonnées des extrémités d’un segment de
cette droite, comptées & partir de la droite inférieure du réseau

100
u,mfs

50
0 05 mmfir

. \\A\Lﬂ

[
I

66

[N
[
~1
o

=]

Fig. 58. Alignement des données empiriques du tableau 9 dans le réseau loga-
rithmique (v, t) obtenu par une chiffraison respective du papier logarithmique

v =10 m/s, z; et x, les abscisses de ces mémes points. Mesurons
sur la figure 57 les segments 7, et 7, et Z, — z;. On obtient ;=
= 68 mm, §, = 29 mm, z, — x; = 60 mm. Il vient

2968

¢ 60

= —0,65.

Tracons maintenant le réseau (v, ) sur du papier logarithmique
(fig. 58). Marquons les cotes v = 10, 20, ..., 100 m/s aux pieds
des horizontales et les cotes t = 1,2,3, ..., 10 mm aux pieds
des verticales. Portons les points v et ¢ sur ce réseau a l’aide du
tableau 9. Ils sont presque tous situés sur une méme droite. Tragons-
la jusqu’d son intersection avec les verticales ¢ = 1 mm et ¢ =
= 10 mm. Mesurons sur la figure 58 les segments 7, ¥, et x, — Z;.
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On obtient %; = 66 mm, %, = 41 mm, z, — z; = 100 mm. D’ou

41— 66
B=4=%_ 0,5

La formule (3.5) s’écrit maintenant
p— Af=-0.25 g=0,65

Déterminons le coefficient 4 en résolvant un exemple numérique.
En vertu des tableaux 8 et 9, pour ¢ = 5 mm et s = 0,6 mm/tour,
on obtient v = 31 m/s. Pour déterminer le coefficient 4, on obtient
donc 1’équation

31=A4.5"%2.0,6-065
d’ou l'on déduit 4 =~ 33,3. La formule (3.5) s’écrit

33,3
;0,25 0,65 *

§ 3.4. Droite représentative d’une fonction
dans un champ binaire et son lien
avec des abaques a points alignés

Supposons que le graphe de la relation
F (CL, ﬁ’ A, B) =0, (36)

ou A et B sont des paramétres, est rectifiable dans le réseau fonction-
nel (a, p) défini par les équations

z = f12 (a? B)s Y = 812 ((7.., B)v (37)

quels que soient les paramétres A et B. Trouvons la forme des rela-
tions (3.6) qui autorise une telle rectification.
Mettons 1’équation de la droite sous la forme
Y]

Dans cette écriture les parameétres A et B ont un sens géométrique
évident. Ils représentent la longueur des segments découpés par
la droite (3.8) sur les axes de coordonnées (pour y =0 onaxz = 4,
pour z =0 on a y = B). Compte tenu de (3.7), I'équation (3.8)
s’éerit

1

B

On considérera la relation (3.9) comme une équation a quatre
variables: a, B, A et B. Construisons dans le systéme de coordonnées
20y le champ binaire (o, f) correspondant aux équations (3.7).
Par ailleurs tragcons sur les axes de coordonnées les échelles 4 et B
correspondant aux équations

§ 3.41 DROITE REPRESENTATIVE D'UNE FONCTION 57

échelle A4 :

échelle B:
z=0, y=B.

On obtient la figure 69 qui nous permet de tracer rapidement toute
droite représentative de la re-
lation (3.9). Pour cela il faut
simplement repérer sur les
échelles A et B les points de
cotes données et les joindre
par une droite. Cette droite
sera le graphe cherché.

La construction nomogra-
phique obtenue est constituée N W WA
des échelles A et B et du champ A z
binaire (o, B) liés par un ali-
gnement et est un cas particu-
lier d’abaque & points alignés.
La courbe représentative de la
fonction y joue le rdle de droile résolvante.

Introduisons dans l'équation (3.9) des paramétres de transfor-
mation m et n. A cet effet mettons 1'équation (3.9) sous la forme

Fig. 59. Abaque a points alignés pour

s : f12 g
1'¢é at —_— £12
¢quation A -+ 5 1

mfyy [ng e _
mA + nB =
ou
.'f_12 £12 -1
2t
ou
fu=mfy, go=ng,, A=md, B=nB.

Les équations des éléments de 1’abaque contenant les paramétres
de transformation m et n, s'écriront
échelle 4 :

z=mAd, y=0;

échelle B:
z =0, = nB;

champ (a, B):

x = mfy, Y = ngy,.
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Considérons maintenant la généralisation suivante. Supposons
que l'on ait & résoudre le systéme d’équations

1 (O’. , O ) g12 ((Z ) OLQ‘)

12 1 2 1 1 1 , ]

.f34 (C(«a ’ (14) £34 (CL3 ) 064) J— 1 ‘
A B ’ }

Tonetyn @n_10 %) | &ty (Fn1» @n) 1

SEP SO

Chacune des équations du systéme (3.10) est susceptible d’étre
représentée par un abaque du type de la figure 59, tel que les échelles

9
1 4«
BiL\
1 X5
: d”_/
!
—e L
: \\
7
\\\
0° : T T T T T T T T T T T T T T T
&

A

Fig. 60. Schéma d'un abaque 2 points alignés pour le systémejd 'équations (3.10)

A’et B soient partout identiques. En assemblant tous les abaques
on obtient celui du systdme d’équations (3.10), qui est représenté
sur la figure 60.

Eliminons les variables A et B entre les équations du sys-

téme (3.10). Pour cela retranchons la premiére équation des suivantes |

et résolvons les équations obtenues par rapport a A/B. On obtient
le systéme

f34—_f1‘2 R f56“f19 -

gsa—812 £ —E12 B

_JnctinThe (3.11)

En—-1, n812 !

dont 'abaque se déduit de la figure 60 par extraction de 1’échelle
des variables A et B éliminées. Donc, 1’abaque du systéme d’équa- |

§ 3.5] RESOLUTION DE SYSTEMES D'EQUATIONS 59

tions (3.11.) est constitué d’une série de champs binaires liés par
un seul alignement. C'est 1’abaque & points alignés le plus général.

9
0° >
Zz
Fig. 61. Schéma d'un abaque & points alignés" pour 1'équation faa—he __
834 812
P fﬁﬁ—fl2
856 — 8121

Lors,que les champs‘hinaires sont au nombre de trois, le schéma
de 'abaque est celui de la figure 61. Il représente 1’équation
af34_fl2¥§“!‘f56—f‘[2

g3a—812  Ese—E12

§ 3.5. Emploi des graphes rectilignes de fonctions
dans un champ binaire pour la résolution
de systémes d’équations

Soit A résoudre le systéme de deux équations

f3a (45 B)—F1a (@, B) _ Ise (€, D)—f1z (=, P) 3.9
231 (4, B)—gr2 (2, B) g56 (C, D)—gys (&, (3-12)

et

p=7F (), (3.13)
ot « et B sont des variables inconnues, 4, B, C et D, des paramétres
variables.
. Rgprésentons .l’équation (3.12) par un abaque A points alignés
a trois chaI’nps binaires (o, B), (4, B) et (C, D). Puis de méme que
dans un réseau fonctionnel, construisons dans le champ binaire

(o, B) le graphe de la relation (3.13). On obtient 1’abaque de la
figure 62.

Le mo@e d’emploi de l'abaque est le suivant. Repérons dans les
champs binaires (4, B) et (C, D) les points de cotes données et
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| I i
cn.3 8 3.5] RESOLUTION DE SYSTEMES D*EQUATIONS 61
E

relions-les par une droite, graphe de 1'équation (3.12). Celle-ci

coupe le graphe de ’équation (3.13) en un certain point. Les cotes I\ TTT1 0,7
: 1844c N L
n=130¢r/min .
D=100mm A
D N
§ 0,6
g
4 i »
Fig. 62. Schéma d’un abaque 3 points alignés pour le systéme d’équations (3.12) 0,5
et (3.13) -1~
g -
des droites « et B passant par ce point donnent les valeurs cherchées ! M+ \ -
de a et B k |4 \ 04 i
Exemple 20. Lorsqu’on calcule le travail d'une pompe et d’une \ ,:;/j“" N Ty b
conduite d’eau [33], on a a résoudre le systéme d’équations : pran T .03
v p i / i )
H ="H, + s¢} (3.14) P 30 40
et : // Hm
30
R f=—30 —>
f[——_F(q)., (315) Oh !III/_T}IIIIIIXIVXLIIII[i!lll S
L0 20 30 x

olt H est la pression totale exprimée en m; I, la hauteur géométri-
que de remontée de 1’eau en m; g le débit en m3/s; s un paramétre
caractérisant les résistances hydrauliques dans la conduite d’eau,
exprimé en s/mbd. ‘

La fonction (3.15) est donnée graphiquement ou tabulairement.

]

e Hg,/ﬂ

=

TTT T TTT TR
N

& N\

£\

Prenons par exemple une pompe de marque 18H[lc de paramétres - ﬁ’lmﬁ/ﬂ
n = 730 tours/mn et D = 700 mm, ou n est le nombre de tours, o s
D le diamétre de la roue réceptrice. Pour cette pompe la relation (3.15) —L—eUZ H
est exprimée par le tableau 10. F ‘
Tableau 10 ; &
I, m 40 35 30 25 -
— 0,3
¢, m3/s 0,36 1 0,53 0,62 0,70 -
04

Mettons la formule (3.14) sous la forme

big q* =1, L Fl{gi-o(i?:-HAl_Jilq[?e A poix;ts alignés pour la détermination de I ot ¢ & partir de I'équa-
S I SE— DAL= g - s¢* et de l'équation I = F (q), donnée par le tableau 10
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62

» 3.6] CHOIX DES PARAMETRES DES FORMULLS EMPIRIQUES

on obtient
Hg
S

En la comparant avec la formule (3.9),

fro=H, A=H, B=—

g12=¢>

Les équations des éléments de 1’abaque s’écrivent:

échelle H,:

z=mH, y=0;
échelle —I%:
Hg
5=0, y=—n=E;
champ (H, q):
x = mH, y=ng¢.

Convenons des intervalles de variation suivants:
H
S H<30m; 0,05 <<—-<<0,4 m¥/s?;

0 H<40 m; 0,3<<qg<0,7 m¥s.

Posons m — 3 mm et n = 300 mm. L’abaque est représenté sur :

la figure 63. Il résout 1’exemple numérique: Hy = 10 m, Hyls =
=0, m6fsz; réponse
=0,51 m®%s, H = 35,5 m.

§ 3.6. Emploi des graphes
rectilignes de fonctions
dans un champ binaire pour
le choix des parameétres
des formules empiriques

des formules du type produit

Fig. 64. Alignement des données empiri-
ques dans le champ binaire (x, B) de

ait & déterminer les parame-
tres 4 et B d’une formule em-
pirique (3.9) d’aprés le tableau
7. Pour résoudre ce probléme,
portons les points empiriques sur le champ binaire (o, p) de 1'abaque
de la figure 59. Supposons que ces points sont approximativement
situés sur une méme droite

f1s
A

I’abaque de l'équation g—;}:l

de cette droite avec les échelles 4 et B. .
Pour utiliser cette méthode dans la pratique, il faut posséder

un jeu d'abaques du type de la figure 59, correspondant & diverses ¢

q=

de puissances, développée pré- |
cédemment. Supposons qu’on |

(cf. fig. 64). Les valeurs cherchées des |
paramétres 4 et B de la relation (3.9) seront les points d’intersection §

Généralisons la méthode de |
détermination des parameétres i

63

foncti ¢ [igurent 0
va?lxl([)él;, f1526](,3t g12- Ces abaques figurent par exemple dans les tra-

Exemple 21. Construisons un aba : 6 inati
e que pour.la détermination des
parametres 4 et B de la formule (3.2) d’aprés des données empiriques.

¥

2

/

200
500 A

1000

I ]_Yllllflllllll
05 <06 -0 -1 -i5 o =
8

Fig. 65. Alignement, des données empiriques du tableau 8 dans le champ binaire
(a, P) de I'abaque & points alignés pour la formule B= 4a®

Prenons les logarithmes des deux membres de I’'équation (3.2):
log B = log 4 + B log a.
L’équation obtenue se raméne & la forme (3.9)]

Nog a/log B 1/1log B
r T 1logd L.

Ecrivons les é i 816 t
crivo équations dqs éléments de 1’abaque renfermant les
parametres de transformation m et n sous la forme:

échelle B: .

échelle A4 :
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4

champ (o, P):
m loga __n
logB Y="Togp

La figure 65 représente 1’abaque correspondant & ces équations
pour m = 50 mm et n = 100 mm dans les intervalles 0,2 < o << 23
10 < p<100; —15<B< —0,5; 10 << A < 1000. La droite
o = 1 est confondue avec 1’axe Oy. Elle est coupée par les droites f
suivant une échelle qui est confondue avec 1’échelle A.

Utilisons cet abaque pour calculer les paramdtres 4 et B d’apres
les données empiriques du tableau 8. Prenons s = o et v = P.
Repérons les points empiriques dans le champ (@, p). Ces points
sont approximativement situés sur une méme droite. Tragons-la.
A son intersection avec les axes de coordonnées, on lit A = 23
et B = —0,65. Donc la formule empirique correspondant au tableau
8 est

X =

v =23 s7%%.

§ 3.7. Emploi des graphes rectilignes de fonctions
dans un champ binaire pour une approximation
de Tchébychev de fonctions

Supposons que le graphe de la relation
B =T (o),
construit dans le champ binaire (o, [3), d’équations

z = f1a (% B), ¥ = 81s (as B)s
est une courbe convexe (fig. 66). .
Désignons par AP lerreur absolue sur P et par A, > 0 une erreur
absolue admissible sur . Tragons dans le champ binaire (a, B)
les graphes des relations par excos et par défaut de A, i.e. les graphes

des relations
By = F (@) + Ao, (3.47)
By = I (&) — Ay- (3.18)

Supposons pour fixer les idées que le graphe de la relation (3.16)
4 sa convexité tournée vers le haut el que les graphes des relations
(3.17) et (3.18) sont situés respectivement au-dessus et au-dessous
du graphe de la relation (3.16). Ces derniers sont représentés en
pointillé sur la figure 66.

Les graphes des relations (3.17), (3.16) et (3.18) sont respective-
ment les lieux géométriques des points tels que lerrcur AP (la
différence entre les valeurs exacle et approchée de f) soit respective-

(3.16)

ment 6gale & Ay, 0 et —A,. On peut done les appeler lignes d’égales |

erreurs ob les affecter des cotes Ag, 0, —Ag.

§ 3.71 APPROXIMATION DE TCHEBYCHEV DE FONCTIONS 65

Les lignes A, et —A, délimitent dans le champ (e, () une bande
en tout point de laquelle

—Ay < AP < A,

Si, dans cette bande, on trace une ligne quelconque, elle repré-
! = , . ) :
sentera le graphe d’une certaine relation approximant la fonction (3.106)

Db
A <

Fig. 66. Schéma de résolution du probléeme direct de 'approximation de Tché-
bychev

avec une erreur nou supérieure en valeur absolue a l'erreur absolue
admissible A,.
Soit & approximer la relation (3.16) par une relation (3.9) de
v
tglle sorte que dans l'intervalle o, << @ << a, soit réalisée la condi-
tion
8y < AB < A,

Considérons le probléme direct et le probléme inverse.

Probleme direct. On donne A, et o; et on demande o,, A et B.

Par le point d’intersection des lignes a, et A, (cf. fig. 66) tragons
lg tangente a la ligne —A, et & son point d’intersection avec la
ligne A, lisons la réponse «,. Les valeurs cherchées de 4 et B sont
les cotes des points d’intersection de cette tangente avec les axes
de coordonnées.

Comparant le graphe tracé et le graphe donné, on s'apergoit
que dans lintervalle [a;, ap] la quantité | AR | passe trois fois
par son maximum A, (aux extrémités et au point de tangence) et
s'annule deux fois. Cette approximation est dite de Tchébychev.

Probleme inverse. On donne a, et o, et on demande Ay, A et B.

5—049




66 GRAPHES DE FONCTIONS ET ECHELLES ACCOLEES [Che 3

Ici il est nécessaire de tracer la famille de lignes AP dans
le champ (a, P) pour des valeurs positives et négatives équidistantes,
3 l'aide des équations paramétriques

z = fup la, F (@) + ABl, ¥ = g15 la, F () + AP

Le probléme se résout par tdtonnement (cf. {ig. 67). Donnons-nous
une valeur de AP = A; > 0. Tragons une droite passant par les

¥

/3

Fig. 67. Schéma de résolution du probléme inverse de I’approximation de Tché-
bychev

2
points d’intersection de la ligne A, avec les lignes o, et o,. Lisons
la cote de la ligne AP tangente a cette droite. Si cette cote est égale
4 —A,, le probléme est résolu et A, = A;. Dans le cas contraire
on fait varier A; jusqu'a ce que la cote de la ligne AP soit égale
A —A; au point de tangence. On aura de nouveau A, = A;. Les
valeurs A et B sont de nouveau données par les cotes des points
d’intersection de la tangente avec les axes de coordonnées.

On résout de fagon analogue les problémes consistant & détermi-
ner les approximations de Tchébychev lorsque l'approximation est
évaluée a 1’aide de l'erreur relative

6[3=100—AﬁE”a.
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Ainsi pour résoudre le probléme direct, on construit dans le champ
(e, P) les graphes des relations

b= (1 4+ ) F (@), fo=(1— ) (e,

ol 8, > 0 est ’erreur relative admissible. Ces graphes délimitent
sur le champ («, p) une bande en tous les points de laquelle est
réalisée la condition

—0, < 6p < G,

La résolution du probléme s’achéve comme dans le cas précédent.
Il v a un grand intérét pratique a étudier le cas général d’un
champ binaire rectiligne (a, f) et surtout son cas particulier ou deux
familles de courbes forment un
réseau orthogonal dans lequel ¥
la famille de lignes f est ré- 4
guliére ou logarithmique.
Supposons que le champ L
binaire (a, B) est défini par les SN
équations NN

z=f(@), y=5 AN
Dans un tel champ, les lignes \N

d’égales erreurs absolues se dé- N \
dglilront du graphe delarelation -
(3.16) par une translation ver- 0°— '
ticale d’une grandeur constante “ “ % A
Ay = AP, puisque y=f. Dans
ce cas le probléme de la déter-
mination de 4, Bet A, d’aprés
les valeurs données a, el o, se
résout sans tdtonnement. Tra-
cons dans le champ binaire
(ay B) le graphe de la relation (3.16) sur l'intervalle [oy, o] (cf.
tig. 68). Tracons une corde par les extrémités du graphe, une tangente
paralléle & cette corde et, enfin, une droite équidistante de la corde
et de la tangente. Les coordonnées des points d’intersection de cette
droite avec les axes Ox et Oy donnent les valeurs des paramaétres
A et B. La quantité A, sera égale & la moitié du segment vertical
intercepté par la tangente et la corde. Si la courbe est convexe
vers le haut, on peut la construire comme sur la figure 68. En effet,
dans ce cas I'erreur aux extrémités du graphe est égale & A, et au
point de tangence a —A,.

Si le champ binaire est défini par les équations

xz :f(OC),

Fig. 68. Schéma de résolution duproble-

me inverse de l'approximation depTché-

bychev pour le cas ol le champ ;binaire

(e, P) est donné par les équations z =
=f(x)et y=9

y =logf

5%
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une construction analogue permettrait de résoudre le probléme
d’approximation de la fonction (3.16) dans les limites données de
variation de o par la relation

fla) log B —1
A "B

avec une erreur relative minimale.
Cetle méthode permet entre autres d’approximer facilement la
fonction (3.16) par une fonction puissance

p = ac’ (3.19)

avec une erreur relative minimale dans les limites données de varia-
tion de a. A cet effet construisons sur un réseau logarithmique le
graphe de la relation (3.16) et remplacons-le par une droite & 1'aide
de 1a méthode indiquée. On peut par exemple approximer la fonction
logarithmique p = log a par la fonction (3.19) en recourant toujours
A cette méthode.

La méthode indiquée d’approximation de fonctions d’une varia-
ble (3.16) se généralise aux fonctions a deux et trois variables

p = rF(a,a),
p =1 (x a,b).

(3.20)
(3.21)

Les fonctions (3.20) et (3.21) sont approchées sur I’intervalle de
variation des variables avec des erreurs absolues ou relatives mini-
males par des relations de la forme

fon(oy B) , guala B

et @ b . (3.22)
.f (Cl, B) g ?(CL, B) — «
X(a, b) + Zf(a, by L (3.23)

dans lesquelles fi, et g, sont des fonctions données, A et B des
fonctions inconnues. En appliquant la méthode précédente au
probléme inverse pour un jeu donné de valeurs de la variable a
ou des variables a et b, on obtient un tableau des valeurs des fonc-
tions A et B et des erreurs d’approximation.

Les relations d’approximation (3.22) et (3.23) sont intéressantes
en ce sens qu’elles permettent, contrairement aux relations initiales
(3.20) et (3.21), de construire des abagues & points alignés [57] pour
certaines formes particulitres des fonctions fi, et gio. Par ailleurs
la forme (3.23) autorise le tracé d’abaques a transparent orienté
(cf. § 13.6). La relation initiale (3.21) ne jouit pas d'une facon
générale de cette propriété. '

§ 3.8] TRANSFORMATION DU GRAPHE DANS UNE ECHELLE ACCOLEE  §9

§ 3.8. Transformation du graphe d’une fonction
dans une échelle accolée
Considérons le graphe d’une fonction (3.1) tracé dans un réseau
fonctionnel (o, p) quelconque (fig. (9). Les lignes a et  coupent
le graphe respectivement suivant les échelles a et . On peut tracer

&

Fig. 69. Déduction d'unc échelle acco-
lée & partir du graphe d’une fonction
dans le champ binaire (a, B)

Iig. 70. Schéma de 'échelle ac-
colée o et B déduite de la figu-
re 69

ces échelles des deux cotés du graphe et retiver le véseau (e, B)-
On obtient ainsi I’échelle accolée o et P de la figure 70. Chaque point
de cette échelle posséde deux cotes o et f. La connaissance de l'une
permet de déterminer 1'autre.

Exemple 22. Transformer dans une échelle accolée le graphe
de la fonction

B = 1,4a2 12

tracé dans un réseau logarithmique (cf. fig. 59).

Les droites horizontales p coupent le graphe (cf. fig. 55) suivant
une échelle logarithmique. Tracons-la. Les droites o coupent égale-
ment le graphe suivant une échelle logarithmique c. Construisons-la.
On obtient 1’échelle accolée constituée de deux échelles logarithmi-
ques de modules différents de la ligure 71.

Montrons maintenant comment se transforme dans une échelle
accolée le graphe de la fonction (cf. fig. 72) coustruit dans un réseau
cartésien défini par les équations

= ma, Yy = nup.

Prenons ’axe Ox pour support de 1'échelle accolée. Les droites a
coupent 1'axe Oz suivant 1’échelle a. L’échelle p s’obtient par
projection sur I'axe Oz des points d’intersection des droites p avec
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Iig. 71. Transformation dans une échelle accolée du graphe de la fonction f=
= 1,40, 2,142 tracé dans une échelle logarithmique
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Fig. 72. Transformation dans une échelle accolée du graphe de la fonction f=
= F () tracé dans le réseau cartésien (o, P)

§ 3.9] CONSTRUCTION D’UNE ECHELLE ACCOLEE 71

le graphe. En définitive on obtient I’échelle accolée « et B (fig. 73).
L’échelle o est métrique, 1'échelle p fonctionnelle.

On construirait de facon analogue une échelle accolée constituée
d'une échelle métrique p et d’une échelle fonctionnelle o en prenant

0ot i
O- T ll T L T T II T T . T T
« z
Fig. 73. Schéma de 1’échelle accolée o et § obtenu par la construction de la fi-
gure 72

pour support 1’axe Oy. Il faudra alors projeter sur I’axe Oy les points
d’intersection des droites @ avec le graphe.

§ 3.9. Méthode analytique de construction
d’une échelle accolée

Soit & construire une échelle accolée verticale pour la relation (3.1).
Prenons une fonction arbitraire @ des deux membres de 1'équation
(3.1) et introduisons les parametres de transformation m et a:

a +md P) =a -+ md [F ()]
Puis supposons que les deux membres de 1'équation obtenue sont
égaux & l'ordonnée y. On obtient les équations suivantes des échelles
de 1'abaque

échelle P:

=0, y=a-+ md (f);

échelle o:

z2=0, y=a-+ mDIF ()

La projection de 1'échelle accolée consiste a choisir diiment
la fonction arbitraire @ et les parameétres m et a.

§’il faut trouver la réponse P avec une erreur absolue ou relative
constantes, on suppose respectivement que @ (f) = f ou @ (f) =
= log f.

Le paramétre m définit les dimensions de 1'échelle accolée,
le paramétre a sa disposition par rapport a 1’origine des coordonnées.

Supposons que la fonction @ [/ ()] est croissante et que la
variable o évolue entre a4 et a,. Supposons que L -est la longueur

admissible -de 1'échelle accolée. Déterminons la valeur du para-
métre m correspondant & L. Formons 1'équation

L=y, —y ={a+mdDIF ()]} — {&¢ + mD [F (a)]}.
De 1a on déduit

. L
T D[F (@) —D[F (o)) *

m
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Si nous voulons que 1'origine des coordonnées tombe au point
de I’échelle a coté a,, nous devons tirer le paramétre ¢ de 1’équation

yp = 0 = a -+ mD [F («)]
d’ou il vient
a = —m® [F (a,)].
Apres avoir défini la forme de la fonction @ et les valeurs des

parameétres m et a, on dresse le tableau des valeurs de y comme une
fonction de o et le tableau des valeurs de y

2 =+ 05 comme unc fonction de f, et on trace les échel-
T les o et B sur un méme support.
1, ) A
r T 04 Exemple 23. Tracer I'échelle accolée de la
05 T v relation (2.17)
- 3 3
E () =981 L AT
_<>~—'0,3 t=1t(u)=9,81 1T
02— dans D'intervalle 0,1 <C u <C0,5.
1 On a u; = 0,1; u, =0,5. D'ou
0feT—02 ; 0,13-(1-4-0,1)3 .
T =0 81 = ol it et A 109 -
£ £(0,1)=9,81 17301 0,0109 ;
0,00 o 0,5%-(1+0,5)3
= — 081 L2V g
1 ¢ (0,5)=9,81 TT3.05 ,07.
00s —F Posons @ (¢) = log t. Soit L =~ 110 mm la
=Y longueur de 1’échelle. Déterminons
0,01+ . 110 -
M= Tog 1(0,5)—Tog £ (0,1)
I'ig.74. Bchelle accolée 110 483 mu
pour la ro&a;mn ts: = Tog 2,07 —Tog 0,0109 — 1S mm.
—ggg LU uP .
' 1+2u Posons m = 50 mm. Placons 1'origine des

coordonnées au point de 1’échelle u coté 0,1.
Calculons la valeur du paramoétre a

a = —5b0 log t (0,1) = —50 log 0,0109 = 98,1 mm.
Les équations des éléments de l'abaque s’éerivent:
échelle t:
z =0, y=98,1+ 50 log¢;
échelle w:
9,8Lus (1--u)?
2w

L’échelle accolée correspondante est représentée sur la figure 74.
Si par exemple ¢ = 0,36, on lit sur 1'abaque v = 0,3.

=0, y==98,1450 log

§ 3.10] ABAQUES A SYSTEME D'ECHELLES ACCOLLLS 73

§ 3.10. Abaques a systéme d’échelles accolées

Généralisons la méthode des échelles accolées au cas d'un syste-
me d’équations de la forme

fulon) = fo (@) = « o = fy (o) 3.24)

L’abaque du systéeme d’équations (3.24) doit &tre constitué de n
échelles portées par un méme support. Comme un support ne peut
porter que deux échelles, on tra-
ce les échelles sur des droites pa-
ralléles et on les relie par une
famille de directrices paralléles. —
On obtient un abaque & systéme -
d'échelles accolées. Ceci étant, sur
claque support on peut porter —
soit une soit deux échelles. La _
distance entre les supports des — 7
échelles est arbitraire. Elle est -
choisie & partir des conditions de
disposition des directrices et des 0° z
inscriptions. La figure 75 repré-
sente 1’abaque correspondant au
cas ou les droites paralléles ne
portent qu’une échelle.

Par analogie avec 1'éclielle accolée, on peut éerive les équations
des éléments de l'abaque d'un systéme d’échelles accolées de la

—

1]

&
(\%’k

e
T

[T

T

Fig. 75. Schéma ’'un abaque du sys-
N iy : Pl
teme d'équations (3.24)

. sorte :

échelle a, :

x ="y, y=a-+ mdIlf (¢)];
échelle a,:

z ="y, y=a-+mdlf, (a)l;

échelle a,:
z=ly, y=a-+ md [fn (O‘n)]'
Iei Ay, Ay, ..., I, sont les abscisses des supports des échelles.
Le mode d’emploi de cet abaque entraine que les points dont
les cotes vérifient le systéme d’équations (3.24) doivent &tre situés
sur une méme directrice.




CHAPITRE 4

ABAQUES A ENTRECROISEMENT |

§ 4.1. Abaque a entrecroisement général

Les abaques & entrecroisement permettent de représenter pratique-
ment toute relation entre trois variables

F(u,v,w) =0. (4.1)
Nous utiliserons parfois cette relation sous la forme explicite:
v = (u, w). (4.2)

Convenons que u est la premiére variable, v la seconde, w la troi- {

siéme.
Pour tracer 1'abaque & entrecroisement de la relation (4.1),

considérons un champ binaire arbitraire des variables u et v. Don- |

nons & la variable w une série de valeurs fixes wy, w,, ..., Wy et

w

174

Fig. 77. Clef de l’abaque & en-
trecroisement de la figure 76

u
Fig. 76. Schéma d’un abaque pour
I'équation F (u, v, w) = 0

tracons dans le réseau (u, v) les graphes de la relation (4.2) pour |

des valeurs fixes choisies de w. Inscrivons a coté de chaque graphe

la valeur correspondante de w. On obtient ainsi l’abgque a en'trecroi-
sement de la figure 76 qui est constitué de trois familles de lignes u,

v et w.

Le mode d’emploi de cet abaque découle dirggtemept de sa |
construction. Si les variables u, v et w vérifient ’équation (4.1),

§ 4.1] ABAQUE A ENTRECROISEMENT GENERAL 75

les lignes cotées u, v et w passent par un point que nous appellerons
point résolvant ou de résolution. Le mode d’emploi de 1'abaque peut
étre schématiquement représenté sous forme de la clef de la figu-
re 77.

L’abaque a entrecroisement est & résolution totale, i.e. chacune
des variables u, v et w peut &tre inconnue. Ainsi pour déterminer
w, u et v étant données, on trouve le point d’intersection des lignes
dont les cotes sont égales & w et v. La cote de la ligne w passant par
ce point donne la réponse. Les autres problémes se résolvent de
facon analogue.

Si le champ binaire (x, v) est donné dans un systéme de coordon-
nées rectangulaires 20y par les équations

T = f (LL, U)’ y=8 (u1 U)' (43)

on peut construire la famille de lignes w a 1’aide de son équation
paramétrique qui se déduit de 1'équation du champ (4.3) par substi-
tution & la variable v de son expression (4.2):

z=flu,® W wl y=glu O u,wl (4.4)
Dans les équations (4.4), la variable u est considérée comme un
paramétre. En I'éliminant on obtient 1’équation de la famille de
lignes w

Fs(x,y,w)zO.

Les équations des familles de lignes w et v se déterminent par éli-
mination successive des variables v et u entre les équations du champ
binaire (4.3). On obtient

F1(xay,u)=0, FZ(.Z,y,U)ZO;

Les indices des fonctions £y, F, et F; montrent que ces fonctions
dépendent des variables portant le méme numeéro.

En construisant I’abaque a entrecroisement de la relation (4.1),
on peut se donner arbitrairement deux des trois familles de lignes.
On pourra donc prendre toujours deux familles de droites, mais la
troisieme sera d’une fagon générale une famille de courbes.

En résumé donc, un abaque & entrecroisement peut &tre construit
de deux fagons.

La premiére est synthétique. Lorsqu’on construit un abaque avec
cette méthode, on trace de fagon tout a fait arbitraire un champ
binaire (u, v) sur l’intervalle de variation des variables, ou bien
on utilise une échelle fonctionnelle quelconque déji préte. On trace
ensuite point par point la famille de lignes w a l'aide de 1'équa-
tion (4.2) dans le réseau (u, v). Dans ce cas on ne recourt pas a un
systéme de coordonnées rectangulaires. I1 n’est donc pas nécessaire
de connaitre les équations des familles de lignes u, v et w.

La deuxiéme est analytique. Elle est basée sur l'introduction
d'un systéme de coordonnées rectangulaires xOy. Dans ce systéme
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on se donme des équations arbitraires de deux familles de lignes
(ou, ce qui est équivalent, des équations du champ binaire). On
établit 1’équation de la troisieme famille en se servant de 1’équation
initiale et de 1’équation des deux familles dormées. Ensuite on trace
indépendamment 1'une de I'autre trois familles de lignes qui forme-
ront l’abaque & entrecroisement de la relation (4.1).

§ 4.2. Abaque a entrecroisement rectiligne

Déterminons la forme de I'équation (4.1) qui permet de construire
un abaque A entrecroisement composé de trois familles de droites u,

)

YA

Qﬁ
L
]
1

Fie. 79. Clef de V'abaque rectiligne a
24 |

Fig. 78. Schéma d’un abaqgue rectili-
entrecroisement de la figure 78

gne & entrecroisement pour I'équation
,

(4.8)

vetw (fig. 78). Cet abaque s'appelle abaque & entrecroisement reciiligne.
Supposons que 1'on ait un tel abaque. Les équations de ses’famil-
les de droites u, v el w s'écrivent:

he -+ gy + 1 =0 (4.5)
for + gy +1 = 0, (4.6)
fszr -+ g3y + 1=0, 4.7)
ou, pour abréger, on a posé f; = f; (W), & = & (w), fo == fo )

go = &3 V), f3 =[5 W), 83 = & ). En vertu de la clef (ct. fig. 79)

los droites définies par ces équations doivent passer par le point de

coordonnées z et y si leurs cotes vérifient I’équation cherchée.
La condition de compatibilité du systeme d’équations (4.9),

(4.6) et (4.7) par rapport aux coordonnées du point z et y est la
wullité du déterminant du systéme
fi & 1
f» g 1)|=0. (4.8)
f; & 1

Q 4o+ b o A INT
§ 4.2 ABAQUE A ENTRECROISEMENT RECTILIGNE

~1
~1

On reconnalt ici 1’équation (4 5

. 8 (uation (4.8) représentable par un a d e-

croisement rectiligne. b badue & entre

{dmlilﬁvel'slcalmlant‘,L si est donnée 1'équation (4.8), les dquations des
¢ es de droites u, v et w s¢ déduisen Squations

et , t des équations (4.5), (4.0)

y Inzhc}uons r'naintcuanL un autre procédé de déduction de 1’équa-

Elf'“ ( .b)‘represellltable par un abaque a entrecroisement rectiligne.

5 iminons les variables et y entre les équations (4.5), (4.6) et (4.7)
etranchons (4.5) de (4.6) et (4.7) - o

(fo— )z + (g2 —g)y =0, (4.9)
(fs—FfH)a+(gs—g)y =0. (4.10)
Les équations (4.9) et (4.10) entrainent
Yy __ b= /A I St &
d’out ’ e S
fy— —
==l (1.11)

e .

(4 8L egudtlon (4.11) est une autre forme d’écriture de 1’équation
. ])) es 1c’igux fgrmes ont cours en nomographie.

mmnaigtsrcs egu}l)aiti?.l (4.8t) Obnt peutd introduire identiquement neuf
arametres arbitraires et obtenir de nouv 8 i

pramtres a eau une équation de la

fi g 1
fa g2 1|=0, (4.12)
. fs g 1
ou
- A fi-Fa.g; f i y
fi= ax!.jf_}r:at:m.":‘:z , = f’v!]z"‘}’awﬁ’i‘}'av:;
317 328i 33 agfitagagi+-ag;
i—1, 2, 3.

Les paramétres

11y 1oy A13y @ . .
e ©S 115 Qy9y A13y Goyy Qogyy Uaz, A [ . coand
vérifier la condition 1 @azy Aoy dgp, Ayy el ayg doivent

ayg Qqp Ay
Qpy  Qgy  Qpg | 5=0. (4.13)
A3y dgy QAgg

Par . )l .
run calcul immédiat on s’assure que 1’équation (4.12) est identi-

“que & D'équation (4.8).

Si mai AP . .
aintenant 1’on écrit les équations des familles de droites u,

vet w pour la relation (4.12), on constatera que ces équations renfer-

ment les parameétres introduits:
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droites u:
ayfi 401281 T s N Uorf1 9981 oy y+1~0. (4 14)
=0; R
agifi+ 30811 a33 @z f1-+age81 - dss
droites v:
ay1fo-Fa108y+ 13 B ag1fat 9985+ Ao y+1=0. (4.15)
ag;fo+ aze82 33 azifo-t-a3082+ 33 ! _
droites w:
] 1
avyf3-+a1983 T 453 2 ap1f3t G983 T o3 y+1=0.. (4.16)

ag1fs+azeg3—+ass asif3 ase8s -+ ass
Des neuf paramétres introduits dans les équations (4.14), (4.15)
et (4.16) des familles de droites u, v et w, seuls huit sont essentiels,
puisque les numérateurs et les dénominateurs des fractions peuvent
toujours é&tre divisés par l'un des parameétres ag;, @3, OU @gs.
La projection de l’abaque & entrecroisement rectiligne de la

relation (4.8) ou (4.11) consiste donc a choisir ces huit parametres
tels que I'abaque soit d'un emploi souple.

§ 4.3. Abaque cartésien

On a vu précédemment qu’on pouvait arbitrairement choisir
le champ binaire (u, v) pour construire 1’abaque a entrecroisement
de la relation (4.1). Il est tout naturel de prendre 1’équation du
champ sous une forme telle que le réseau (u, v) soit orthogonal.
L’équation du champ (u, v) sera donc de la forme ’

z=mlf, @) —al, y=nlf@ — 0], (4.17)

ol m, n, a et b sont des paramétres de transformation. En construi-
sant dans le réseau (u, v) une famille de lignes w a ’aide de 1'équa-
tion (4.2), on obtient ’abaque & entrecroisement de la figure 80
qui est dit abaque cariésien.

Si Y'on pose f; (u) = u et f, (v) = v dans les équations (4.17)
du champ (u, v), on obtient un abaque cariésien simple & réseau métri-
que (u,v). Si Uon pose f; (u) = logu et f, () = logv dans les
équations (4.17), on obtient un abaque cartésien a réseau logarithmique
(1, v). Pour son tracé on a intérét & se servir du papier logarithmique.

Expliquons le sens géométrique des parameétres a, b, m et n.

Les paramétres a et b définissent la position de 1’origine des
coordonnées. Supposons que les fonctions f; (w) et f, (v) soient
monotones croissantes et que les variables u et v évoluent dans les
limites

Uy KU Uy, Uy KUK Vs

Construisons 1'abaque a

: I? 150 mm. De 12 il suit que les modules m et 1 s
- Frenons les paramétres a et b égaux i zéro.

4,
§ 3] ABAQUE CARTESIEN G
{

Convenons de placer I’

origine des coordonnées au point 3
o .
(, v) de cotes u; et v, point du résean

- On peut alors écrire
0= — =

. mlfy (W) —al, 0=nlf, (v,) — bl
a=f(u), b=f, ().

Les paramétres m et n définissent les dimensions du réseau dans

le sens de ’axe des abscisses et de I'axe des ordonnées. Soient]L
x
IA
u A
o
T ]
w
v AA T 1 L
v L
/ - ’
— 7
1 0 -z
—> & Uy

Iig. 80. Schéma d’un abaque carté-

sion pour Iéquation. 5 olde & < Fig. 81. Construction d’un réseau

(u, w)’fjans un abaque cartésien pour
I'équation v = @ (u, w)

ilaallongugur du rése‘au sur 'axe Oz et L, sur 1'axe Oy (fig. 81). Les
; Z%rsji es p?rametres m et n pour lesquelles le réseau admettra
* y bour longueurs seront tirées des équations

Ly =mIf; (uy) — f; ()],
L, — _
d’olt il vient v = nlfy () — f, (),
fr(ug) —f1 (ug)
nz._L
fa (v2) —f (vq)

Exemple 24. L’aj i
. aire des figures con -
cule par la formule g tenues dans un livre se cal-

m

w = uv,
ou ' i i
u et v sont les dimensions du rectangle comprenant la figure

entrecroisement d
5 ; ntrecroise e cette formule sous
forme d’un abaque cartésien a réseau métrique (u, v).

Faisons varier u et v entre 0 et 15 cm. Prenons L, = L, —
r :\:‘ y —
eront égaux a 10 mm.
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Les équations du réseau (u, v) s’écrivent
z =10 u, y =10 v.
L’équation de la famille de lignes w est

oy
W =00 -

On reconnait l’équation d’hyperboles équilatéres admettant les

axes Oz et Oy pour asymptotes. Pour construire cette famille dres-
sons le tableau des valeurs de y comme fonction de x pour des valeurs

fixes de w. Supposons par exemple que w = 100. II vient
10000

oz

Dressons le tableau 11 a l'aide de cette formule. Tragons la |
ligne w == 100 & I'aide du tableau 11. Construisons de fagon analogue i

Tableaw 11 }

70 \ 80 €0 100 ] 110 ‘ 120 ‘ 130 ‘ 140 150

y |1142,9| 125 | 111,41

100 l 90,9\ 83.3‘ 76,9‘ 71,3 | 66,7

les lignes correspondant aux valeurs w = 10; 20; . . .3 90. Menomns §
les droites u = 5; 103 15 et v = 5; 10; 15. On obtient l'esquisse j

de I'abaque représenté sur la figure 82.
11 sera commode d’utiliser cet abaque de la manitre suivante

(fig. 83). Tragons sur du papier calque la famille de lignes w et les |
axes de coordonnées. Pour déterminer 1'aire de la figure rectangu-}
laire appliquons sur cette derniére les lignes w de telle sorte que:
le point O vienme en coincidence avec le sommet inférieur gauche |
du rectangle et I’axe Oz avec le c6té inférieur. On lira la réponse w ¢
en face du sommet supérieur droit du rectangle. Ce mode d’emploi -
dispense de mesurer les segments u et v. Ceux-ci sont automatique- i

ment introduits dans 1'abaque.
Exemple 25, Construisons ’abaque cartésien de la formule

C :i Bz,a\/ﬁ—o,w—oﬂs VE(Vn-0,1) ,

n

qui définit le coefficient de Chezy C figurant dans la formule com-

pléte de N. Pavlovski comme fonction du coefficient de rugosité ny

et du rayon hydraulique R. Ce dernier varie entre 0,1 et 3 m, quant
a n il prend les valeurs discrétes suivantes: 0,011; 0,013; 0,017;¢

0,020: 0,025; 0,030. Faisons varier C entre 10 et 100.

ch. & &

(4.18)
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w
10 30 100
1;— 1 11 \ ‘ \ AN
J
U
10
\\.100
5 L
\ \\: w
10
0
0 G} 10 15

u

Z

Fig. 83. Calcul de l'aire d’une figure rectangulaire a 1’aide d'unc famille de
lignes w de ’abaque de la figure 82

G--049
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Représentons la variable C par une famille de droites paralleles

équidistantes et la variable R par une famille logarithmique de

0,011
100 //
-
o 0,013
¢ 4 " /
70 7 . 0,017
_/ / /
60 /,// 0,020
__/ / /
50 — <~ ot
] // / — L 0,030
40— - et ]
30 / 1
/
_/ /
20 S
_/
ﬂ] lllllllllllli I]I T 71T [III[IIHI]II
0 02 03 05 { 23

1 0,13 - R(Vn-0,D
Fig. 84. Abaque cartésien pour la formule C = 7R2‘5vn 0.48-0.78 VRV )

tracé dans un réseau semi-logarithmique (C, R)

droites paralleles. Compte tenu des limites de variation des varigbles
et des dimensions de la figure, prenons les équations du réseau
(C, R) de la forme

z = 100 (log R — log 0,1), y =2 (C — 10).

Inscrivons les cotes des droites R et C sur du papier semi-logarithmi-
que en vertu de ces équations. Construisons la famille de lignes n
en utilisant le tableau des valeurs de C, emprunté & un guide prati-
que d’hydraulique. On trouvera plus bas un extrait du tableau des
valeurs de C (tableau 12). .
L’abaque de 1'équation (4.18) est représenté sur la figure 84.

 cartésien rectiligne. La relation ob-
. tenue s’appelle forme de Cauchy. Elle

§ 4.4) ABAQUE CARTESIEN RECTILIGNE 83
Tableau 12
Valeurs de C
n
0,011 0,013 0,017 0,020 0,025 0,030
R, m
0,1 67,2 54,3 38,1 30,6 22,4 17,3
0,2 73,7 60,4 43,6 35,7 26,9 21,3
0,3 77,7 64,3 47,2 39,0 29,9 24,0
0,5 83,1 69,5 51,9 43,5 34,0 27,8
1 90,9 76,9 58,8 50,0 40,0 33,3
2 99,3 84,8 65,9 56,6 46,0 38,9
3 104,4 89,4 69,8 60,3 49,3 41,9

§ 4.4. Abaque cartésien rectiligne

Trouvons la forme de la relation (4.1) représentable par un abaque
cartésien rectiligne. Supposons que cet abaque a été déja construit

(fig. 85). Les équations de ses famil- u

les de lignes s’écrivent :
droites u: //
droit x i) ( : //w
ites v: , =
=1, V); (4.20)
droites w: — —
fs )z + g5 (W) y + hy w) =0. ] 4
(4.21) "
. En éliminant z et y entre les équa-
- tions  (4.19), (4.20) et (4.21) on
.- trouve la relation 0b N
fifs + [28s + hy =0, (4.22) z

Fig. 85. Schéma d’un abaque rec-
tiligne cartésien pour 1'équation

fifs + fogzs + hg =0

est trés importante en nomographie,. car les relations a trois varia-

qui est représentable par un abaque

- bles les plus fréquentes en pratique s’y raménent souvent.

La forme de Cauchy est élémentaire. En effet elle est constituée

- d'une somme de trois termes, dont le premier est un produit d’une
. fonction de la premidére variable par une fonction de la troisiéme
variable, le second un produit d’une fonction de la deuxiéme va-

riable par une fonction de la troisiéme variable et, enfin, la troisidme
(£
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une fonction de la troisidme variable. Dans les cas particuliers, 1'une |
des fonctions f; ou g, peut &ire une constante non nulle tandis que |

la fonction A;, une constante susceptible d’étre nulle.

Supposons maintenant que la relation donnée ou proposée est |
de la forme de Cauchy (4.22). Les équations des éléments de son |
abaque sont alors déterminées d partir des équations (4.19), (4.20) |
et (4.21). Mais 1’abaque cartésien rectiligne tracé a l'aide de ces |-
équations peut s'avérer incommode a l'usage. Pour le rendre pra- |
ticable, introduisons dans 1'équation (4.22) les parameétres de trans- {

formation m, n, a et b, en procédant par exemple ainsi:

[m (fy—a)] L2 4 [ (fa— B)] £+ (afy -+ bgs + hg) = 0.
On obtient de nouveau une forme de Cauchy
fifa+T28s+ hy =0,

ou les nouvelles fonctions fi, [, /3, &3 et 2z sont définies comme
suit :

fa=n(fs=b), fo=Tslm,
Ty =afs+bgs+ hs.

Les équations des familles de lignes u, v et w contenant les para-
matres de transformation s'écrivent: i
famille w:

fi=m(f;—a),

Es =gs/n,

z =m (f — a);
famille v:
n(fy — 0);
famille w:

ﬁﬂf +—i’1‘y*}"a’f3“{‘bg3‘l"h3=0-

m

Donc les équations du réseau (u, v) représentées dans un abaque }

cartésien rectiligne coincident avec 1'équation du méme réseau
représentée dans un abaque cartésien dont la troisiéme famille
est une famille de courbes. La méthode de construction des réseaux
(u, v) est la mdme pour les deux abaques. Elle consiste a choisir les
parametres m, n, a et b. La famille w étant une famille de droites,
elle est bien plus simple & calculer et & construire qu'une famille
de courbes.

Exemple 26. Tragons un abaque cartésien rectiligne pour1’équa-
tion

uw + v (e¥ — 1) — we®

0, (4.23)

i

i
A

§ 4.4 ABAQUE CARTESIEN RECTILIGNE 85
olt
0<Cu<<3,5; 0<<ov<b; 1<C<w<6.
L’équation (4.23) est de la forme de Cauchy (4.22). Ici
h=u foa=v f3=w g =e"—1, hy=—we".
Les équations des éléments de 1’abaque contenant les paramétres

de transformation s'écrivent :
famille de droites u:

z =m(u— a);
famille de droites v:
=n v — b);
famille de droites w:
oW

Lo+l yfaw b (e —1) —we*=0.

Les limites inférieures de variation de w et v étant nulles, posons

ca =0b =0. Les équations des &léments de 1'abaque se réerivent

alors:
famille de courbes w:

T = mu;
famille de courbes v:
y = h;
famille de droites w:
w ew

—1
T+ y—we” =0.

Calculons les parameétres m et n. Donnons-nous les longueurs
Ly et L, du réseau rectangulaire (u, v) (cf. fig. 81). Supposons que
]’J_‘ =200 mm, L, =150 mm. Les limites inférieures de u et v
étant égales a zéro et les limites supérieures respectivement & 3,5
¢t 6, on obtient

Ly 200
m = e =350 = 57,1 ~ 60 mm,
L 5
v 150
e — .
= =0 =25 mm.

Donc m = 60 mm et n = 25
I'abaque s’écrivent :
famille de droites w:

mm. Les équations des éléments de

z =60u;
famille de courbes v:

y =25v;
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famille de courbes w:

ew—1

w w__
—mx—%—z—s—ymwe =0.

L’équation de la famille de droites w se récrit:

_ 5 w o wew
A Tl S
ou
y =Axz + B,
ol
5 w wew
A=—g w1 B=%m=.

Le tableau 13 représente les valeurs de A et B correspondant aux |

valeurs de 1 2 6 de w.

Tableau 13

w A B

1 —0,242 39,5
2 —0,130 57,8
3 —0,065 78,9
4 —0,031 101,9
5 —0,014 125,8
6 —0,006 150,4

Tracons 1’abaque. Construisons un réseau rectangulaire métri- |
que (u,v) de modules m = 60 mm et n == 25 mm. Menons les droi- |
tesu =0;0,5;1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5 et les droites v =0; 1; 2,1}
3: 4; 5; 6. Pour tracer les droites w de cotes 1; 2; 3; 4; 5; 6 dres- |

sons le tableau de valeurs de y pour deux valeurs quelconques de z,

par exemple pour z =0 et z = 100. On obtient y = B pour z =0}
et y =100 A + B pour z = 100. Utilisons ces équations pour dres- |

ser le tableau 14.
Tableaw 14

Y

pour x =0 pour x= 100

1 39,5 15,3
2 57,8 44,8
3 78,9 72,4
4 101,9 98,8
5 125,8 1244
6 150,4 149,8

§ 4.4] ABAQUE CARTESIEN RECTILIGNI 87

Pour tracer la droite w = 1, marquons les points de coordonnées
z=0cty =2395; z =100 et y =15,3. Menons une droite par ces

Y
N
6~ —
I
K 4 5
100 ‘i U
4 Qo 1 4

\
1 / 3
u

Fig. 86. Abaque cartésien rectiligne pour 1'équation uw + v(ew — 1) — wew =
= 0 tracé dans le réseau métrique (u, w)

/L
/
Fisigm
|
|

00—

S
[=Y e}

points et affectons-lui la cote w = 1. Les autres droites w se tracent
de fagon analogue. L’abaque est représenté sur la figure 86. Son
inconvénient est que les droites w = 4; 5: 6 et les droites v se cou-
pent sous un angle aigu.



CHAPITRE 5

TRANSFORMATION DES ABAQUES
A ENTRECROISEMENT EN ABAQUES A POINTS

ALIGNES ET A POINTS EQUIDISTANTS

§ 5.1. Méthode générale de transformation des abaques
a entrecroisement en abaques a points alignés
et a points équidistants

Un grave défaut des abaques & entrecroisement de 1'équation (4.1)
est 1a présence de trois familles de lignes superposées, qui encombrent
le dessin et en rendent la lecture harassante.

Pour pallier & ce défaut on peut par exemple procéder a une |
transformation de 1'abaque 2 entrecroisement en wn abaque & poinis |
alignés et & poinls équidistants, fondée sur la possibilité de choisir |

A la place d’une ou de deux familles de lignes du réseau a entrecroi-
sement des faisceaux de droites. ou des familles de cercles concen-
triques.

Abaque A points alignés. Supposons qu'une des familles de li-
gnes du réscau A entrecroisement, par exemple la famille w, est un
faisceau arbitraire de droites
de centre un point £. Choisis-
sons de fagon arbitraire la fa-
mille de lignes v. Tracons la
famille de lignes u dans le ré-
seau (v, w) obtenu i 1’aide de
I’équation (4.2). Faisons cou-
per le faisceau de droitesw par
une ligne quelconque. Les droi-
tes w y déterminent une échel-
le w. Retirons ensuite le fais-
ceau w en ne laissant sur la
figure que le centre P et1'échel-
le w. Nous obtenons 1’abaque

Fig. 87. Abaque a points alignés déduit

d'un abaque 3 entrecroisement pour

P’équation F (u, v, w) = 0, en remplagant

le faisceau de droites w par son centre P
et I’échelle w

de lafigure 87 qui est constitué

du point fixe P, du champ binaire (z, v) et de 1’échelle w.

Pour déterminer w correspondant aux valeurs données de u
et v appliquons une régle sur le point fixe P et sur le point donné
du champ binaire. Le point d’intersection de la régle avec 1’échelle w
ixous donne la réponse. On résout les autres problémes de fagon ana-
ogue.

§ 5.1] METHODE GENERALE DE TRANSFORMATION 89

On peut formuler ainsi le mode d’emploi de 1’abaque. Si les
variables u = uy, v = v, et w = w, vérilient P’équation (4.1) le
point du champ binaire coté (i, vy), le point de I’échelle w coté
w, et le point fixe P sont alignés.

L’abaque de la figure 87 est un cas particulier de V'abaque a points
alignés & trois champs binaires (fig. 61) lorsque 1'un des champs se
réduit & un point fixe et un autre champ & une échelle. L’avantage
de I’abaque obtenu sur un abaque & entrecroisement tient a 1'ab-
sence de la troisidme famille qui est remplacée par un point et une
échelle. Cet abaque peut servir de base
3 la construction d’appareils nomogra-
phiques puisque le pivotement d’une
droite autour du point fixe P peut
sans aucune peine &tre réalisé méca-
niquement.

En projetant 1’abaque il faut choi-
sir le faisceau de droites w et la famil-
le de lignes v tels que le champ binaire
(w, v) soit commode a 'usage. Pour ce
qui est de 1'échelle w, on peut, étant
donné que son support est arbitraire-
ment choisi, la graduer de facon a lire
la réponse sans peine.

®F

Iig. 88. Abaque a points équi-

distants déduit d’un abaque a

entrecroisement pour I’équation

I (u, v, w) = 0, en remplagant.

la famille de cercles concentri-

ques w par leur centre P ot 1'é-
chelle w

Abaque A points équidistants. CGon-
venons maintenant que l'une des fa-
milles de lignes de 1’abaque a enlre-
croisement, par exemple w, est une fa-
mille arbitraire de cercles concentriques de centre P. Choisissons.
arbitrairement la deuxiéme famille de lignes v. Tragons la famille
de lignes u A l'aide del’équation (4.2) dans le réseau (v, w) oblenu.

Coupons la famille w par unc ligne. On obtient I’échelle w. Re-
tirons ensuite la famille de cercles concentriques w et laissons seu-
lement le point P et I'échelle w. On obtient 1’abaque de la figure 88
formé du point fixe P, du champ binaire (u, v) el de 1’échelle w.

Pour sc servir de cet abaque, il est nécessaire de disposer d’un
compas. Pour déterminer w pour des valeurs données de u et v, on
place une branche du compas en P et l’autre au point donné du
champ binaire (u, v). Sans modifier 1’ouverture du compas faisons
le pivoter autour du point P jusqu’'d son intersection avec 1’échelle w
ol on lira la réponse. Les autres problémes se résolvent de fagon
analogue.

On peut formuler ainsi le mode d’emploi de 1'abaque. Si les
variables u, v et w vérifient 1’équation (4.1), le point du champ bi-
naire (u, v) et le point de 1’échelle w seront équidistants du point.
fixe P.
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L’abaque de la figure 88 est un cas particulier de Uabaque géné-
ral a points équidistants (cf. § 12.1).

Pour tracer 1'abaque il faut choisir la famille de cercles concen-
triques w et la famille de lignes v de sorte A obtenir un champ (u, v)
commode a 1'usage. On peut obtenir la graduation que 1'on veut en
chosissant judicieusement le support de 1'échelle w.

Abaques composés a points alignés et a points équidistants, Puisque
deux familles de lignes de 1’abaque 3 entrecroisement peuvent é&tre

) -

g

4 P, 0

QF,

Fig. 89. Abaque composé A points ali-

gnés déduit d'un abaque i entrecroise-

ment pour I'équation 7 (u, v, w) = 0,

en remplagant les faisceaux de droites

u et w par leurs centres P, et P, et les
échelles u et w

Fig. 90. Abaque composé A points

équidistants déduit d’un abaque A

entrecroisement pour 1'équation

F (u, v, w) = 0, enremplagant les

faisceaux de cercles concentriques u

et w par_leurs centres P, et P, et
les échelles u et w

arbitraires, prenons-les sous forme de deux faisceaux de droites ou
de deux familles de cercles concentriques. Tracons une famille de
lignes attribuées a la troisiéme variable dans les réseaux obtenus,
puis remplacons les familles de droites et de cercles concentriques
par des points fixes et des échelles comme nous 1’avons fait précé-
demment. On obtient les abaques de la figure 89 et 90. L’abaque de
la figure 89 est un abaque composé @ points alignés. La réponse s’ob-
tient par un double emploi de la rdgle. L’abaque de la figure 90 est
un abaque composé & points équidistants. La réponse est donnée par
deux ouvertures de compas. La méthode de construction des aba-
ques est la méme que précédemment. Les échelles u et w peuvent
&tre arbitrairement graduées.

§ 5.2, Principe de dualité
Les transformations ultérieures des abaques & entrecroisement
seront basées sur le principe de dualité.
Soient deux plans ¢ et o. Rapportons le plan ¢ & un systéme
de coordonnées rectangulaires zOy et le plan ¢ & z0y.

§ 5.2] PRINCIPE DE DUALITEH M

A tout point M € o de coordonnées ¢ et d (fig. 91), associons
la droite m € ¢ d’équation

cx +dy +1 =0.

Inversement, & toute droite n ¢ ¢ d’équation

ar +by +1 =0 (5.1)
associons le point N € o de coordonnées a et b.
7 6
Y 7
V4
b
0o 00 >5;

Fig. 91. Le point M (c; d) et la ilroité n:az + by + 1 = 0 du plan oet leurs
images: la droite m: cz + dy + 1 = 0 et le point N (a; b) du plan ¢

On appellera éléments duaux_le point M € o et la droite m ¢ g,
la droite n € o et le point NV ¢ o.

6
|94 2
az+by+1=0

O

&Y

e —
T

Fig. 92. Le point M (c; d) et la_droite n: az -+ by + 1 = 0 passant par ce
point et leurs images sur le plan o: la droite m: ¢z -+ dy + 1 = 0 et le point
N (a; b) situé sur elle

Théoréme 1. Si (cf. fig. 92) le point M € o de coordonnées ¢ et
d est situé sur la droite n

ar + by +1 —0,
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la droite m € o
cx+dy +1 =0

passe par le point N de coordonnées a et -b.
Le point M est situé sur la droite n par hypothdse. Ses coordon-
nées vérifient donc 1’équation de cette droite, i.ec.

ca + bd+1 =0.

Pour que le point NV soit situé sur la droite m, il faut que
ca +db+1 =0.

Or ceci est 1'équation précédente.

Théoréme 2. Si (cf. fig. 93) des points My, M, et My du plan o
sont portés par une méme droite n, les droites my, m, et 'my qui leur
correspondent sur le plan ¢ sont concourantes au point N.

Supposons en effet que la droite n a pour équation

ar + by +1 = 0.

En vertu du théoréme 1, la droite m; passe par le point NV de coor-
données a et b. On peut en dire autant des droites m, et m.
Théoréme 3. Si (cf. tig. 94) des droites ny, n, el ny du plan o pas-
senl par un point M, les points Ny, N, et N4 qui leur correspondent sur
le plan o sont situés sur une méme droite m.
Supposons en effet que ¢ et d sont les coordonnées du point M.
En vertu du théoréme 1, le point N, doit étre situé sur la droite m

cx+dy +1,=0.

On peut en dire autant des points N, et N,.

A toute courbe S € o (cf. fig. 95) associons une courbe S € o.
Pour cela nous considérerons que la courbe S est un ensemble de
points. A chacun de ces points correspondra une droite sur le plan o,
et & la courbe § une famille de droites. Définissons la courbe duale S
comme 1'enveloppe de cette famille.

Théoréme 4. Si (cf. fig. 96) des courbes S, et S, du plan o passent
par un point M, les courbes duales Sy et S, du plan o possédent une
tangente commune m correspondant aw point M.

En effet, le point M est situé sur la droite S;, donc la droite m
qui lui |correspond sera tangente a la courbe S;. De fagon analogue
la droite m sera tangente a la courbe S,.

A signaler que la correspondance décrite n’est pas univoque.
Ainsi au point M de coordonnées (0, 0), ne correspond aucun point m.
Inversement, aux droites n passant par le point de coordonnées (0, 0),
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Ih n é

az+hy+1 =0

00—

-
z

&)

Fig. 93. Les points My, M, et M3 du plan o, situés sur la droite n: ax -+ by -+

-+ 1 = 0 et leurs images du plan o: les droites my, m, et m, passant par le
point N (a; D)

Yy ﬂ\ 2 ¢ gl
72
/71 M
d
0———> > 0%
4

Fig. 94. Les droites ny, ny et ng du plan o passant par le point M (c; d) et leurs
images duplan o:les points Ny, Nyet N situéssurladroite m:ecz+-dy - 1 =0

YA s g 6
¢ S

0% > 04 >

A Z

Fig. 95. La courbe S du plan ¢ considérée comme un ensemble de points ct son
image sur le plan o: la courbe S envisagée comme un ensemble de ses tangentes
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il n’est associé aucun point /. On n’aura une correspondance totale
en géoméirie projective qu'aprés adjonction de la droite de linfini
et des points a Uinfini (cf. 7.3).

La transformation des points, droites et courbes du plan ¢ en
droites, points et courbes du plan o est dite corrélative.

Si dans le plan ¢ on fait subir une transformation corrélative
a un abaque a entrecroisement, il se transforme en un abaque dual

6 ¢
¥
5
S M .
d /N
0 > 0 >
¢ z z

Fig. 96. Les courbes S; et S, du plan ¢ passant par le point M (c; d) et leurs
images: les courbes S; et S, tangentes & la droite m: cz -+ dy + 1 =0

& clef duale. L’abaque dual peut s’avérer plus souple que 1l'initial.
Voila en quoi réside le principe de dualité en nomographie.

Utilisons le principe de dualité pour la transformation d’aba-
ques a entrecroisement de la relation (4.1), composés de trois famil-
les de courbes, d’une famille de droites et deux familles de courbes,
de deux familles de droites et une famille de courbes. Appliquons
par ailleurs le principe de dualité a 1’abaque a entrecroisement recti-
ligne de la relation (4.8).

§ 5.3. Transformation d’un abaque a entrecroisement
a trois familles de courbes en un abaque

s

a alignement a trois contacts tangentiels

La clef de I’abaque & entrecroisement & trois familles de courbes
u, v et w, représentant 1’équation (4.1), est celle de la figure 97, a.
Une transformation corrélative (fig. 97, b) fait correspondre au
point d’intersection de ces lignes, i.e. au point résolvant, la droite
résolvante, et aux courbes u, v et w les courbes u, v et w, tangentes
a la droite résolvante. I’abaque dual sera donc constitué de trois
familles de lignes u, v et w (fig. 98).

Le mode d’emploi de 1’abaque est le suivant. Soit & déterminer w
d’aprés des valeurs données de u et v. Repérons les lignes u et v
ayant ces valeurs pour cotes et appliquons sur elles une régle de
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u

a) &)

Fig. 97. Trazl,sl'orm_at;ion d’un abaque 3 entrecroisement & trois familles curvi-
lignes pour 1’équation F (v, v, w) = 0 en un abaque dual: a) clef de I’abaque &
entrecroisement; b) clef de 1'abaque dual

Fig. 98. Schéma d'un abaque & points alignés & trois contacts tangentiels pour
I’équation F (u, v, w) = 0

Fig. 99. Construction de la ligne w, comme !’enveloppe des tangentes aux lignes
up el vy, ug et vg, ..., uy etouy, L., u, et

R ST S A

EFATE)

5
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telle sorte que cette derniére leur soit tangente. La cote cherchée
est celle de la ligne w tangente & la rogle. . '

L’abaque obtenu s’appelle abaque & alignement & lrois contacts
tangentiels. .

Si dans l'abaque & entrecroisement, les lignes u, v et w devaient
nécessairement &tre appliquées 1'une sur l'autre pour passer par
un méme point, dans 1'abaque dual elles doivent &étre tangentes a
une méme droite ot leur intersection n'est pas obligatoire.

L’abaque a alignement & trois contacts tangentie}s sera commode
a V'usage si chaque famille de lignes u, v et w est disposée dans une
bande étroite, et les lignes des familles sont convexes ou concaves
et non crunodales. o

Etant donné que dans l'abaque & entrecroisement initial lgs
familles de courbes u et v étaient arbitraires, dans l'abaque a ali-
gnement A trois contacts tangentiels on peut toujours arbitrai'rement
choisir les familles de lignes u et v, et tracer la famille de hgl}es w
sur un exemple en utilisant les familles de lignes u et v et l’,equz‘:\—
tion donnée (4.2). Développons la méthode de construction d’apreés
des exemples pour la ligne w = w, (tableau 15).

Tableau 15
u Uy Uy ces up Un
v vy Uy e 1578 ‘ Un

Menons (fig. 99) les tangentes aux lignes wu, et vy, .. ., Uy et
Uiy - . .5 Up eb v,. Ces tangentes définissent la courbe cherchée wy,
i.e. l'enveloppe de la famille de droites construites. On trace de
facon analogue les autres lignes w.

On remarquera que 1’abaque & alignement & trois contacts tan-
gentiels peut composer un abaque & alignement a irois champs bi-
naires (fig. 61) lorsque, dans ce dernier, la droite 1:éso'1vant.e est
tangente & une famille de lignes dans chaque champ binaire. Si ceci
a lieu, on dit que la relation nomographique posséde un extrémum
sur les trois variables [58]. . )

Supposons par exemple que dans l’abaque a alignement repre-
sentant la relation

fa4 (by v)—f12 (a, u'):fse (w, ) —f1o(a, u)
€3s (0, V) —g1a(a, u) gy (W, t)—g12(a, u)’

ou t est fonction des trois variables u, v et w et des deux paramétres
aet b

t =F (u, v, wy a, b), (5.2)
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la droite résolvante est susceptible d'étre tangente aux lignes a, b et ¢
en des points compris dans les intervalles de variation des variables
et des parametres (cf. fig. 100). Cela signifie que la fonction (5.2)
posséde, relativement aux trois variables, un extrémum dépendant
des deux paramétres. Désignons par t* l'extrémum de ¢ et par u*,
v¥ et w* les valeurs des arguments u, v et w qui réalisent cet extré-
mum. Les valeurs u*, v*, w* et t* peuvent &tre repérées sur 1'abaque
par une seule application de la régle. A cet effet il faut appliquer

u*

Fig. 100. Schéma d”un abaque & points alignés & trois champs binaires dans le-
quel la droite de résolution est susceptible d’8tre tangente aux lignes des fa-
milles a, b et ¢t

la régle sur 1'abaque de telle sorte qu'elle soit tangente aux lignes
données a ct b. La valeur t* sera donnée par la cote de la ligne de la
famille ¢ tangente & la rdgle. Les valeurs u*, v* et w* sont données
par les cotes des lignes u, v et w passant par les trois points de tan-
gence. On définit en méme temps les domaines des valeurs de w,
v et w pour lesquelles les valeurs de ¢ sont proches de t*. Les fron-
tiéres de ces domaines sont représentées par des lignes ondulées sur
la figure 100.

Ceci suggére une méthode nomographique de calcul de l’extré-
mum d’'une fonction & plusicurs variables et paramdtres. Il suf-
fit pour cela de représenter cette relation par un abaque A aligne-
ment. En s’en servant comme d’un abaque 2 contacts tangentiels,
on obtient la possibilité de résoudre trds facilement des problémes
d’extrémum et de procéder A des recherches. On n'effectue donc
aucune dérivation en résolvant les problémes d’extrémum par la
méthode nomographique. Cette méthode a trouvé actuellement d’in-
téressantes applications pratiques [59, 60, 61]. Dans le § 6.11 on
a inclus un abaque (fig. 140) emprunté & 'article [59]. Le probléme
d’extrémum y est résolu par une seule application de la régle.

§ 5.4. Transformation des abaques i entrecroisement
constitués de familles de droites et de courbes
en abaques a alignement a contacts mixtes

Abaque constitué d'une famille de droites et deux familles de
courbes. Supposons que dans 1'abaque A entrecroisement de 1’équa-
tion (4.1) seule la famille u est une famille de droites. La clef est

7—049
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celle de la figure 101, a. Une transformation corrélative fait corres-
pondre au point d’intersection de la droite u et des lignes v et w,
i.e. au point résolvant, la droite résolvante, & la droite w le point
situé sur la droite résolvante, aux lignes v et w les lignes v et w

1) b)

Fig. 101. Transformation d’un abaque & entrecroisement a une famille de droi-
tes et deux familles de courbes pour I’équation F (u, v, w) = 0 en un abaque
dual: a) clef de 1'abaque & entrecroisement; b) clef de 1’abaque dual j

u

<

tangentes a la droite résolvante (fig. 101, b). En définitive on obtient
un abaque constitué de 1’échelle u et des deux familles de lignes
v et w (fig. 102).
Le mode d’emploide cet
abaque est le suivant. Soit
a déterminer w d’aprés des
valeurs données de u et v.
v Appliquons larégle au point
donné de 1'échelle u de tel-
T~ ~-_ le sorte qu’elle soit tangen-
—~ te a la ligne donnée v. La
cote de la ligne w tangente
/_\ a la régle donnera la répon-
se w. L’abaque obtenu s’ap-
pelle abaque & alignement
& un contact ponctuel et deux
contacts tangentiels. Pour le
construire on peut se donner de facon arbitraire 1'échelle u et la fa-
mille de lignes v. La famille de lignes w peut &ire tracée comme
dans le cas précédent d’aprés des exemples a1’aide de 1’équation (4.2).

Fig. 102. Schéma d’un abaque A points ali-
gnés a un contact ponctuel et deux contacts
tangentiels pour 1'équation F (u, v, w) =10

Abaque constitué de deux familles de droites et une famille de
courbes. Supposons que dans 1'abaque & entrecroisementireprésen-
tant la relation (4.1), les familles u et v sont des familles de droites
et la famille w une famille de courbes. La clef de 1’abaque est repré-
sentée alors sur la figure 103, a. Une transformation corrélative
fait correspondre au point de rencontre des droites u et v et de la
courbe w, i.e. au point résolvant, la droite résolvante, aux droites
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w et v les points u et v de la droite résolvante, a la ligne w la courbe w
tangente & la droite résolvante (fig. 103, b). En définitive on obtient

u v

u

w

a) 4)

Fig. 103. Transformation d'un abaque & entrecroisement & deux familles de
droites et une famille (}e courbes pour 1'équation F (z, v, w) = 0 en un abaque
dual: a) clef de I'abaque A entrecroisement; b) clef de 1’abaque dual

un abaque composé de deux échelles u et v et de la famille de lignes
w (fig. 104).

Pour déterminer w d’aprés les valeurs données de u et v, appli-
quons la régle aux points donnés des échelles u et v de 1’abaque.
La cote de la ligne w tangente a
la régle nous donne la réponse w.
L’abaque obtenu est un abaque &
points alignés & deux contacts ponc-
tuels et un contact tangentiel.
Pour le construire on peut se don-
ner de facon arbitraire les deux
échelles u et v et tracer la famille
de lignes w d’aprés des exemples N
a 1'aide de 1’équation (4.2). N\

Les abaques des figures 102 —
et 104 présentent des contacts Fig. 104. Schéma d’un abaque & points
ponctuels et des contacts tangen- alignés a deux contacts ponctuels et
tiels. Ils sont dits abaques & points " contact l_gangennel pour I'équation

. P R (v, v, w) =10
alignés a contacts mixtes.

Exemple 27. Construire un abaque 3 un contact tangentiel et
deux contacts ponctuels pour la formule (4.18)

€= RS V0301 VE(Vi-01)

représentée précédemment par un abaque cartésien (fig. 84).

Les intervalles de variation des variables sont les mémes que
précédemment a la limite supérieure prds de variation de R, qui
est prise égale & 1.

Soient les équations suivantes des échelles C et R:

7*
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‘échelle C:
z =0 y=1,6(C —10);
échelle R :

z =105, y =150 (log R — log 0,1).

Tracons les échelles C et R définies par ces équations et construisons
ensuite la famille de lignes n a 1’aide du tableau 12. Tracons chaque
ligne n comme 1’enveloppe de la famille de droites résolvantes. L’aba-
que est représenté sur la figure 105 pour ’exemple numérique: n =
=0,017, R =0,8 m; réponse C = 57.

§ 5.5. Transformation d’un abaque a entrecroisement
rectiligne en un abaque a alignement a trois
contacts ponctuels

La clef de 1’abaque & entrecroisement rectiligne de la relation (4.8)
est représentée sur la figure 106, a. Une transformation corrélative
fait correspondre au point d’intersection des droites u, v et w, i.e.
au point résolvant, la droite résolvante, aux droites u, v, et w des
points de cette dernidre (fig. 106, b). En définitive on obtient 1’abaque
A points alignés de la figure 107, composé de trois échelles u, v et w.

Pour déterminer w d’aprés des valeurs données de u et v, appli-
guons la régle aux points donnés sur les échelles u et v et lisons la
réponse w au point d'intersection de la régle avec 1'échelle w. L’aba-
que obtenu est dit abaque & échelles a points alignés. 11 posséde trois
contacts ponctuels.

Déterminons les équations des éléments de 1l’abaque & points
alignés de la relation (4.8), en appliquant aux équations des famil-
les de droites (4.5), (4.6) et (4.7) de 1'abaque a entrecroisement la
transformation corrélative:

échelle u:

<
I
=

E = flv
échelle v:

T = [y

<
I

o0y

S

échelle w:

T =fs Y =g

Si 1'on applique la méme transformation aux équations des
mémes familles (4.14), (4.15) et (4.16) contenant les parameétres
de transformation, on obtient les équations suivantes:

échelle u:

;l:anf1+“12g1+ala “y‘l=421f1+azzg1+dzs .
~ agifitaseg1tass’ a31fl+a32g1+a33'.

e
—\ 0,04 R

— 90
— 80 R,m
/_\ - 1.—~
0,013 ]
70 g
60 _———" .
PN o 05 —
== 50 _
//\0,[]17 i 04 i
40 0,3 —
7 N .
— 30 0,2 —

/\0,025 -

/~a,oao 20 ]
.10 .

Fig. 105. Abaque a points alignés & un contact tangentiel et deux contacts ponc=

tuels pour la formule ¢ = % Rz.s\/ﬁ—0,13—0,751/5(1/71»0,1) dual de l'aba-
. . u
w u
w
v 0
a) b)
Fig. 106. Transformation a un abaque rectiligne & entrecroisement pour I’équa-

tion (4.8) en un abaque dual: a) clef de 1'abaque 3 entrecroisement; b) clef de
I'abaque dual

que de la figure 84.

Fig. 107. Schéma d un abaque & échelles a points alignés pour 1’équation (4.8)
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échelle v:

EI — ayife-tase8s a3 gl — @91 /o1 agegstass |
ag1fatasage+as3”° a31fot 03085+ a3;3 '
échelle w:
7' — aufstaisgstamg =1 __ Ga1f3+ 89583+ asg

a3 1f3+asqg3+ass’ y " agifytasgstass”

La projection de 1'abaque 3 points alignés implique comme dans
le cas de 1'abaque & entrecroisement rectiligne le choix de valeurs
des parameétres de transformation telles que cet abaque soit commode
a 1'usage.

Des équations des éléments de 1’abaque avant et aprés 'introduc-
tion des paramétres de transformation, il vient que les nouvelles

coordonnées z', y' sont relies aux anciennes, z, y, par les relations
homographiques

P a3Z+ay9y+ay5

- - s
a3 T+ agy +ags

8

(5.3)
" a2lf+a22_-'{+a23
317+ agoy + g5

<

Les relations (5.3) sont des formules de transformation projective
connues en géométrie projective. L’application de ces formules et
de leurs cas particuliers pour la transformation d’abaques & points
alignés fait 1’objet du chapitre 7.

On remarquera que 1’abaque & points alignés de la figure 107 est
un cas particulier de 1'abaque plus général a points alignés a trois
champs binaires de la figure 61, dans le cas ou les champs binaires
dégénérent en échelles.

§ 5.6. Transformation d’un abaque cartésien rectiligne
en un abaque a points alignés a échelles rectilignes
concourantes et a une échelle curviligne

Nous avons vu précédemment qu'un abaque cartésien rectiligne
était susceptible de représenter une relation de la forme (4.22), les
équations des trois familles de droites u, v et w étant définies par
les relations (4.19), (4.20) et (4.21). Le dual de 1’abaque cartésien
sera composé d’échelles rectilignes u et v et d’une échelle curviligne
w, lies par un simple alignement. Pour trouver les équations des
échelles, réduisons les équations des trois familles de droites (4.19),
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(4.20) et (4.21) & la forme standard (5.1). On obtient
(=) z+0-y+1=0,
1
1
0'$+('—72—) y-+1=0,
%";_er f-y-+1=0.

D’ot 1'on déduit les équations des échelles de 1'abaque dual :
échelle u:

échelle v:

échelle w:
z = f3/hs, .;=g3/h3-

Le schéma de 1'abaque correspondant a ces équations est représenté

Fig. 108, Schéma d'un abaque & points alignés 3 deux échelles rectilignes per-
pendiculaires et une échelle curviligne pour 1'équation fyfs + fogs -+ hy = 0,
dual de 1’abaque cartésien rectiligne de la figure 85

sur la figure 108. Les échelles rectilignes w et v sont orthogonales.
Si I’on écrit la forme de Cauchy (4.22)

I G

les équations des échelles de 1'abaque deviennent simplement :
échelle wu:

3—"‘ = Flv y = O’
échelle v:

échelle w:
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Elles se déduisent des équations précédentes par substitution des
fonctions
1 1 3
fi= T Jo= ) fa=Fs, g:a::Ga, h3=1.
y Fy
Introduisons dans 1’équation (5.4) les parametres de transforma-
tion m et n comme nous 1’avons fait pour la forme (3.9):
mFg nGy =1
myy nk, — °°
L’équation obtenue rentre de nouveau dans la forme (5.4). Les
nouvelles équations des éléments de 1’abaque s’écriront:
échelle u:

z =mF, y =0; (5.5)

échelle v:
.TC—:O., y_: 71F2; : (56)

échelle w:
z =mlF, y = nG,. (5.7)

La présence des paramétres m et n dans les équations (5.5), (5.6) et
(5.7) permet de construire des échelles u et v 4 modules différents
dans 1’abaque de la figure 108.

A signaler que parfois on a intérét a se servir d'un systéme de
coordonnées obliques pour construire un abaque cartésien recti-
ligne et son dual (fig. 108).

§ 5.7. Transformation d’un abaque cartésien rectiligne
by . . q’ by r
en un abaque a points alignés a deux échelles
paralléles et une échelle curviligne

Commencgons par transformer l'égquation (4.22). Ajoutons puis
retranchons le produit f,g; au premier membre de 1'équation (4.22)

(fo8s — f18s) =+ (fifs - f183) + hy =0

ou
g3 (fa — f1) = —hy — [1 (s + &)
D’ou
e, — —hg—F (I3 85)
fo— i e
ou
1 — &s
fo—F —hy—1f; (f3+g3) °

Ion divisant le numérateur et le dénominateur du second membre
par f; -+ g4, on aura
1 — g3/(f3--&3)
fo—11 —h3/(fs+g3)—1f ~
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Multiplions les deux membres par le paramétre H

H—0 _ Hgs/(f3+g2)—0 ‘
fo—fi —hsl/(fstga)—1 (58)
L’équation (5.8) est de la forme (4.11). D’ou il vient les équations
des échelles de 1'abaque:
échelle w:

r=0, y=/;
échelle v:
z=H, y=f,;
échelle w:
Zz=H £3 e hg
R APt st es

L’abaque correspondant a ces équations est représenté sur la
figure 109. Les échelles rectilignes u et v sont paralléles.

J

Ll

A

N
Ll
o
/

Iig. 109. Schéma d’un abaque & points alignés & deux échelles paralléles et une
échelle curviligne pour 1’équation fyf; -} fog3 -+ iy = 0, dual de ’abaque carté-
sien rectiligne de la figure 85

On peut encore’introduire quatre paramétres m, n, a et b dans
les équations des éléments de l'abaque. A cet effet transformons
I'équation (4.22) comme nous 1'avons fait en construisant pour elle
un abaque cartésien rectiligne, plus exactement

i (f—a)] (L) + [0 (fa—0)) (£2) + (afs + bgs+ hs) = 0.

Les nouvelles équations des échelles s’écrivent :
échelle wu:

z =0,

o~

=m (i — a);
échelle v:

z=H, y=n(,—"0);
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échelle w:

—mn (afs+bgs+hy)

nfz+mgs

Ecrivons dans un méme tableau (tableau 16) les équations des
familles de droites u et v de 'abaque cartésien rectililigne de la
figure 85, et les équations des échelles paralléles u et v de 1'abaque
a points alignés de la figure 109,

Tableau 16
Equations des éléments de 1’abaque
figure 85 figure 109
droites u: échelle u:
z=m (f;—a) 2=0, y=m(f;—a)
droites v: échelle v:
y=n(f;—b) z=H, y=n (f,—b)

On constate & 1’examen du tableau 16 que les échelles déterminées
par les familles de droites paralléles u et v sur les axes de coordonnées
de 1’abaque cartésien sont identiques aux échelles portées par les
droites paralléles de 1’abaque & échelles. Ceci suggére une méthode
pratique utile de transformation d'un abaque cartésien rectiligne
en un abaque a points alignés & deux échelles paralléles et une échel-
le curviligne.

Tragons & une distance H 1'une de 1’autre deux paralléles qui
figureront les supports des échelles u et v. Copions ces échelles sur
les échelles u et v de 1'abaque & entrecroisement, formées par 1’in-
tersection des droites paralléles u et v avec les axes de coordonnées.

La disposition des échelles u et v sur les droites paralléles de
méme que leurs directions sont arbitraires. Par ailleurs il est pos-
sible de modifier la graduation des échelles u et v retirées de 1'abaque
A entrecroisement, grice aux paramsétres m, n, a, b et H. Une fois
qu’on a tracé les échelles paralléles u et v, on peut construire 1’échelle
curviligne w par la méthode des intersections, en se servant soit de
I’abaque a entrecroisement de 1’équation (4.22) si celui-ci existe
déja, soit de 1’équation elle-méme.

Construisons par la méthode des intersections un point quelcon-
que w, de 1’échelle w en supposant que les échelles paralléles u et v
ont déja été tracées par la méthode décrite plus haut. Prenons deux
valeurs quelconques u, et u, et a 1'aide de la droite w, trouvons
v, et v, sur I’abaque & entrecroisement (fig. 110).
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Ces valeurs peuvent étre définies par le calcul. Supposons que
'équation (4.22) s’explicite en v, i.e.

v =0 (u, w).
En portant la valeur w = w, et en posant u = u,, u = u,, il vient
v = @ (ug, wo), vy = D (uy, wy).

Repérons les points de cotes u; et vy, u, et v, sur les échelles
paralléles u et v et unissons-les par des droites (fig. 111). Le point

u 0
X
/) v el A
Vytm——— — — — SN /// —
2 el o
| Wy, F
| AN
. ~ B
F/ ! g Sk
A s “e
O = | 4 .
I -
o SE— I
¢ 1 ol Y < L

Fig. 110. Détermination des valeurs

correspondantes u; et vy, u, et v, pour

la droite w, dans un abaque cartésien
rectiligne

Fig. 111. Construction du point w,

par la méthode des intersections

dans un abaque a points alignés a
échelles u et v paralléles

de rencontre de ces droites fait connaitre le point cherché de cote
w, de I’échelle w. Point par point on construirait 1’échelle w.
La projection de l'abaque implique la détermination des modu-

les des échelles u et v, leur sens, la disposition et 1’écartement des
échelles.

§ 5.8. Abaque cartésien rectiligne approché
et sa transformation en un abaque dual

Supposons que 'abaque cartésien de la relation (4.2)
v=0>0 u, w),
tracé dans un réseau orthogonal (u, v) défini par les équations
$;= mlfy(w) —al, y=n [fy (v) — b],

est proche d'un abaque rectiligne sur les intervalles donnés de
variation des variables (u; <u <<u,, w; <w << w,). L'abaque
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cartésien est représenté sur la figure 112. En remplagant chaque
courbe w par une droile w, on obtient un abaque rectiligne approché.
L’erreur entrainée par cette substitution se calcule aisément
par comparaison de chaque courbe avec la droite qui 1’approche.
Si la famille de droites paralléles v est régulidre ou logarithmique
et les lignes w sont disposées d’un c6té des cordes joignant leurs

g4
1,
;/ — _ e W
v =1 _
/ P ol
=T _—w
L = 4/
0 4 v u, z

Iig. 112. Substitution approchée aux lignes w de droites dans un abaque carté-
sien de la relation w = F (u, v)

extrémités, on peut a 1'aide de la méthode décrite dans le § 3.7 tra-
cer les droites qui les approchent de telle sorte que 1’erreur absolue
ou relative de l’approximation soit minimale. Pour cela il faut
joindre les extrémités de chaque ligne w par une corde, tracer une
tangente a cette courbe parallélement & la corde et ensuite une
droite paralléle a la corde et la tangente & égale distance entre ces
derniéres. Une fois toutes les courbes remplacées par des droites,
on peut calculer I'erreur maximale commise. Supposons qu’elle soit
admissible.

On peut ensuite transformer 1'abaque cartésien rectiligne en un
abaque a points alignés a échelles u et v paralléles et échelle w cur-
viligne a 1'aide de la méthode graphique décrite plus haut.

La méthode de construction de 1’abaque & échelles approché de
la relation (4.2) repose donc sur la construction et ’analyse d’un
abaque cartésien de cette relation. Aprés avoir remplacé les courbes
w par des droites, on calcule 1'erreur maximale d’approximation et

~

on construit 1I’abaque & échelles approché A I'aide du principe de
dualité.

Exemple 28. Tracer un abaque & échelles approché & points
alignés pour la détermination de C par la formule (4.18)

C:LRZ,E;VZ—O,H—O.’ZSVﬁ (Vn=0,1)

n b
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R varie entre 0,1 et 3 m pour les valeurs fixes suivantes de n: 0,011
0,013; 0,017; 0,020; 0,025 et 0,030. Au § 4.3 on a construit pour
cette formule un abaque cartésien (fig. 84) dans lequel la famille

0,01
100 -
90 0,013
0 / n
/
] // /
70 — — // //U,U”
A -
0 // 0,020
| g
50+ /// - 0,025
. // / 0030
30 —/ //
- /
/i//
2
1[] Illl[llllllli lll E D N S| l\lilllllllll
01 02 03 04 05 { 23
R.m

Fig. 113. Substitution approchée aux lignes n de droites dans ’abaque carté-
1 5251n-0,13-0,75VR(}Vn-0,
sien de la figure 84 pour la formule C = -~ R2OVa-0.1 TVEVa-01)

de lignes n a approché une famille de droites. Le réseau rectangulaire
(C, R) a été défini par les équations:

z = 100 (log R — 0,1), y = 2 (C — 10).

En remplacant la famille de lignes n par des droites comme nous
I'avons décrit plus haut, on obtient un abaque & entrecroisement
rectiligne approché (fig. 113).

La plus grande erreur absolue d’approximation de C, qui est
égale a 1, correspond a n = 0,013. Donc l’erreur absolue sur C
ne dépasse pas.l'unité.
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L’abaque est représenté sur la figure (114). Les échelles C et R
sont définies par les équations:
échelle C:

=0, y=2(C —15);

échelle R:

z =105, y=125 (log R — 0,1).

R,
—3
4 B
—100 C
N [z
90 -
|80 i
>t
70 - -
—oﬁu - - - B )
T i
- 50 S
B 03
40 -
B -+ 0,2
30 -
“1375 .
Q,%'f)“ —*20 N
L L0,

Fig. 114. Aba(1{ue approché & points alignés pour la détermination de C avec la
v 5Vn-0,13-0,75VR(Vn- s
formule ¢ = "y Rr? Va-0,13-0,75VR(V/7 0'1), dual de I’abaque cartésien rec-

tiligne approché de la figure 113

Les points de I’échelle n ont été construits par la méthode des inter-
sections au moyen du tableau 17 dressé a 1'aide de 1’abaque a en-
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trecroisement rectiligne approché de la figure 113. Le tableau 17
renferme également la valeur de I'erreur maximale A* pour chaque
valeur de n.

Tableau 17
(o} (o}
n Ax n A%
R=0,{ m{ R=3m R=0,1 m| R=3m
0,011 66,5 103,7 0,7 0,020 29,9 59,6 0,7
0,013 53,3 88,4 1 0,025 21,7 48,6 0,7
0,017 |- 37,4 69,1 0,7 0,030 16,6 41,2 0,7

L’abaque a été construit pour I’exemple numérique: n = 0,017,
R = 0,8 m; réponse C = 57.

Exemple 29. Soient donnés [62] trois abaques a entrecroise-
ment (fig. 115, 116 et 117) pour la détermination de w et ¢ d’aprés

UA
[ 60 SET TS
@ =1, 4D < N
NE
X ,< N
4N

S Z .
40 ,/ 50 0 u

K
N 4
<l

Fig, 115. Abaque & entrecroisement liant u, v, w etftJpour & = 1.

des valeurs données de u et v, tracés dans des réseaux métriques
équivalents pour les trois valeurs fixes suivantes de o: 1: 1,5; 2.
Dans ces trois abaques, les familles de lignes w et ¢ sont proches de
droites. On demande de transformer ces trois abaques en un abaque

a points alignés en remplagant préalablement les lignes w et ¢ par des
droites.
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S
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60 ¥ \IQ@&.
=15 9 4 /’\7@
VAN4dPN
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INCTK Y
N LY
=40 50 0 u
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>

v

-60

Iig. 116. Abaque a entrecroisement liant w, v, w et ¢ pour & = 1,5

up
60
S]]
RN
a=2) ><\% “
X / X >
Q g

N

(.

Iig. 117. Abaque a entrecroisement liant u, v, w et ¢ pour o = 2
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On remarquera que si la détermination de w et ¢ d’aprés des
valeurs données de u et v et une des valeurs suivantes de o: 1; 1,5’ ;
2, & I'aide des abaques cités, ne présente pas de grosses difficultés

wy w, w v t t, t;y u

4)

Fig. 118. Transformation des abaques des figures 115, 116 et 117 aprds leur

superposition et substitution approchée aux lignes w et ¢ de droites en un abaque

dual: @) clef de 1’abaque rectiligne A entrecroisemant approché; b) clef de 1'aba-
que approché dual

u
—00
-4 o [

2 2 B
w 50 5 o
all ] 3 [

“““““““ T

dil ] N B
"'EIU': E |,

15 ] » _
L 40

Fig. 119, Abaque approché a pointslalignés dual des abaques rectilignes & entre-
croisement approchés des figures 115, 116 et 117

la résolution du méme probléme pour des valeurs de a comprises
entre 1 et 2 et distinctes de 1; 1,5 et 2 demande une interpolation
complexe entre les abaques.

Remplagons les lignes w et ¢ par des droites dans les trois aba-
ques. Désignons les droites w et ¢ par w; et #; dans I’abaque de la
figure 115, par w, et ¢, dans 1'abaque de la figure 116 et par w, et
{; dans 1'abaque de la figure 117 et superposons mentalement les
abaques de telle sorte que les réseaux (u, v) coincident. On obtient

8—-049
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un abaque A entrecroisement rectiligne par chaque point duquelfil

passe huit droites cotées, plus exactement u, v, wy, w,, W, ty, &y, L3

Utilisons le principe de dualité pour transformer cet abaque en |

un abaque & points alignés. La figure 118, ¢ représente la clef de
I’abaque & entrecroisement rectiligne, la figure 118, b celle de 1'aba-
que dual. Une transformation corrélative fait correspondre au point
résolvant la droite résolvante et aux huit droites w, v, wy, we, Ws,
ty, t, et ty des points sur cette derniére. n définitive on obtient un

abaque constitué de huit échelles wy, w,, w;, v, ty, ty, t5 et u liées |
par un simple alignement. Les échelles w;, w, et w; et les échelles |
t;, t, et ¢, peuvent étre disposées en champs binaires (¢, w) et (a, ). |

Tracons 1’abaque. Menons les échelles paralléles métriques u et v

en prenant soin que le module de 1’échelle u soit le double decelui |

de 1’échelle v. Orientons ces échelles dans le méme sens. Construi-
sons ensuite les points des champs (a, w) et (a, t) par la méthode

des intersections. On obtient 1’abaque de la figure 119. Cet abaque |
correspond a l'exemple numérique: o = 1,5, v = 30, v = —10; |
réponse w = 10,2 et t = 7. L’abaque illustre bien la relation entre |

u, v, w, t et a. Il permet d’effectuer une interpolation sur a. Le
schéma de cet abaque nous montre qu’il existe des combinaisons de
valeurs de u et v telles que o n’influe pratiquement pas sur w et ¢.
C’est ainsi que pour u = 46 et v = 41, on obtient w = 1,8 et t = 42
quel que soit « € [1, 2].

CHAPITRE 6

METHODE DE CONSTRUCTION DES ABAQUES
A POINTS ALIGNES

§ 6.1. Déduction de la forme canonique fondamentale
représentable par un abaque a points alignés

Nous avons obtenu plus haut des abaques & points alignés & champs
binaires en généralisant la droite représentative d’une fonction dans
un champ binaire (§ 3.4) moyennant une transformation d’un aba-
que a entrecroisement (§ 5.1), ainsi que des abaques 3 échelles par
transformation d’abaques a entrecroisement rectilignes en abaques

00—

z

Fig. 120. Construction relative & la déduction de la forme canonique Tsa—he
fso—fro fas 612

e représentée par un abaque A points alignés A trois champs binaires
56 12

d}la’ux (8§ 5.5 & 5.8). Pour parachever 1’étude de ce probléme, con-
sidérons maintenant la méthode directe d’obtention d’abaques a
points alignés.

. Soient donnés dans un systéme de coordonnées rectangulaires
(fig. 120) les champs binaires (a;, @), (o5, @) et (a5, orz) définis
par les équations: ’ ‘

g%
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champ (g, @g):

L1 = f1o0 Y12 = 8i2) (6.1)
champ (&g, o4):

Zgy = f300 Ysa = L343 (6.2)
champ (a5, o):

Zgs = fser  Yse = 8se- (6.3)

Convenons du mode d’emploi suivant de 1l'abaque. Repérons
dans les champs binaires (ay, as) et (&3, @,) les points A et B corres-
pondants aux valeurs données oy, oy et aj, o4. Appliquons la régle
sur les points 4 et B et trouvons son point de rencontre C avec la
ligne donnée ay. La cote de la ligne g passant par C fait connaitre
la réponse.

Du mode d’emploi de I’abaque il résulte que les points 4, B et C
sont alignés. Le point A a pour coordonnées Zy et Yo le point B,
T34, Ysg le point C, xg et ys. Menons par le point A une droite
paralléle a 'axe Oz et par B et C des paralléles & Oy. La similitude
des triangles ABD et ACE donne

AD _ AE
DB~ LEC*

En portant AD = z3y — @13, DB = Y34 — Y13, AE = T55 — T1ss
EC = ys3 — Y1, dans l'expression précédente, on obtient

ZTga—%L1o __ Fse " T1o

Ysg— Yo

En tenant compte des équations (6.1), (6.2) et (6.3), on obtient
la forme canonique fondamentale

Yza— Y12

- fs6— 12 6.4
T gse— 812" ( 4)
qui a été déduite d'une autre fagon au § 3.4.

Si I’on admet que les points A, B et C de la figure 120 appartien-

BN

nent aux échelles u, v et w, on est conduit a la forme

ff’-fl — f3—f1 , (6.5)
82— 81 83— &1
étudiée au §§ 4.2 et 5.4.

De fagon analogue on obtiendrait (cf. § 3.4) un abaque composé
de plusieurs champs binaires par un simple alignement pour la
résolution du systéme d’équations

i faa—Fi2 fse—F1o _

834812 856 — 812

fasa—T1a
834 — 812

. fa-1,n—Ff1o 6.6
T gn-n 812 ( ’ )
" Mettons les équations des éléments des abaques représentant les
relations (6.4), (6.5) et (6.6) dans un systéme de coordonnées rectan-
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gulaires zOy sous la forme

=71 Y=g (6.7)

Les équations des éléments des abaques contenant les parametres

de transformation sont définies par les formules (cf. § 4.2 et § 5.4)

—_— ayfitagi+ais — 5111+ 9081+ Aoy 6 8)
ag1fi+agegi-t+ass ’ asifi+assgi+tass ° )

Dans les équations (6.7) et (6.8), les fonctions f; et g; sont celles des
formes (6.4), (6.5) et (6.6), munies de leur indice respectif.

La projection des abaques des relations (6.4), (6.5) et (6.6) con-
siste a choisir diiment les paramétres de transformation.

Les formes (6.4), (6.5) et (6.6) sont les relations les plus généra-
les que 1’on puisse représenter par des abaques & points alignés & sim-
ple alignement dans les cas ol les abaques sont constitués respective-
ment de trois échelles curvilignes, de trois champs binaires et de
plusieurs champs binaires.

On remarquera que la forme (6.4) peut &tre considérée comme
une généralisation de la forme (6.5) et la forme (6.6) comme une
généralisation de la forme (6.4) au cas d'un systeme d’équations.

On a mentionné précédemment que la forme (6.5) pouvait encore
s'écrire

fi g 1
fa g2 1|=0. (6.9)
fa g3 1 .
La forme (6.4) s’écrit aussi
fiz &2 1
fao g 1]=0. (6.10)
fss 8s6 1

Si 1'on envisage comme un probléme & part la représentation de
systémes d’équations par des abaques a points alignés, des deux for-
mes canoniques (6.4) et (6.5) il faut considérer que la premiére est
fondamentale, car la seconde en est un cas particulier.

§ 6.2. Classification des abaques a points
alignés

Les abaques & points alignés se divisent en:

a) abaques a échelles et & champs binaires,

b) abaques d’une seule équation et d’un systéme d’équations,

¢) abaques simples (une seule application de régle) et composés
(plusieurs applications de régle). co
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Les abaques a échelles sont constitués uniquement d’échelles,
les abaques a champs binaires — de champs binaires qui, dans des
cas particuliers, sont susceptibles de dégénérer en échelles ou en
familles de lignes. Les abaques 2 échelles et a champs binaires
peuvent représenter aussi bien une équation qu’un systeme d’équa-
tions et peuvent &tre simples ou composés.

Les abaques d’une seule équation ou d’un systéme d’équations
peuvent &tre a échelles ou A champs binaires, simples ou composés.

Les abaques simples et composés peuvent étre & échelles ou a

champs binaires et représenter une équation ou un systéme d’équa-
tions.

A:baqu’es a échelles. L’équation A trois variables la plus générale
représentée par un abaque a échelles & simple alignement est de la
for‘me (6.5) ou (6.9) et s’appelle équation de Soreau. L’équation com-
pléte se rencontre rarement. On a plus souvent affaire a ses cas
particuliers:

h s =T (6.11)
fy = fof s (6.12)
htl+i= Fifof 3 (6-13)
fifs + fo8s + Ry =0, (6.14)
fifofs + (fy + f2) 85 + 7y =0, (6.15)
o It "
fo= g8’ (6-16)
Signalons encore une variante de la forme (6.11)
1 1 1 .
_1’_,1_,4‘ T (6.17)
et une variante de la forme (6.14)
I, Gy :
72——1—1’—,2=1. (6.18)

On peut passer de 'une des formes (6.11), (6.12) et (6.13) a ’autre
par des transformations transcendantes. Ainsi, en prenant le loga-
rithme de la f‘orme (6.12), on obtient la forme (6.11). On passe de la
fon;lez(G.BB) a la forme (6.11) par la substitution tg ¢; = f;, i =
. Les formes (6.11), (6.12) et (6.13) sont des cas particuliers de
1’équation
Aflfzfa + Blfzfs + Bzfafl + B3f1f2 + le.l + szz =+

+Cyfy D =0, (6.09)

'01‘,1’A, B.l’ B,, B,, C;, C,, C3 et D sont des coefficients numériques.
L’équation (6.19) s’appelle équation compléle d’ordre nomographique
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trois. Elle ne contient que les trois fonctions fy, f, et f5 et est linéaire
par rapport & chacune d’elles. Une particularité importante de 1’équa-
tion (6.19) est qu'elle peut toujours étre ramenée A 1l'une des for-
mes (6.11), (6.12) ou (6.13) [16, 63] par des transformations homo-
graphiques sur les fonctions f, fy et s

De toutes les formes particulidres de 1'équation (6.19), celle qui
présente le plus d’intérét pratique est

w = Auv + Bu + Cv + D, (6.20)

elle peut dtre représentée par un abaque a deux échelles métriques
paralléles et une échelle projective oblique.

Les formes (6.14), (6.15) et (6.16) sont respectivement appelées
forme de Cauchy, de Clark, de Soreau.

Les formes de Cauchy et de Clark sont des cas particuliers de
I'6quation plus générale

(Lofafe + Lfy + Lfo +1s) fs + (mofify -+ mufy + Mmofy 4 m3) g5 -+
+ (nohify + mafy + nofy + ns) hy=0, (6.21)

ol ly, Ly lgy U3, Mgy My, Mgy My, gy Ny Ngy N sont des coefficients
numériques. Cette équation s'appelle équation complete d’ordre
nomographique quatre. Elle contient quatre fonctions f,, fay falhs et
ga/hy et est linéaire par rapport A chacune d’elles. Cette équation
peut toujours étre ramence soit 3 une forme de Cauchy, soit a une
forme de Clark [16]. Si en particulier g3 et hs sont des fonctions li-
néaires de fs, 1’équation (6.21) se transforme en une équation du
type (6.19).

Abaques a champs binaires. L’'équation A six variables la plus
générale, représentable par un abaque A trois champs binaires liés
par un simple alignement, est de la forme (6.4) ou (6.10). Les formes
canoniques A quatre et cing variables suivantes sont d’'importants
cas particuliers de cette relation:

forme de Cauchy a champ

fifss - fafsa & has = 0, (6.22)
la variante de la forme de Cauchy a champ
r G R
ot =h (6.23)
forme de Clark & champ
fifofsa 4+ (fr + fa) Baa + hay =0, (6.24)
forme de Soreau a un sewl champ
f+-f .
ify =2 .25
£ g1+823 " (6-2)
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forme de Soreau & deux champs

fs= f1a+73a (6.26) |

812t 8sa
Signalons également la forme

(Lofsfe + Lfy + bofs + Ig) faa + (mofifa + mafy + Mmofy -+ Mma)gss +
+ (nofafe -+ nafs + nofs + ng) hyy = 0, (6.27)

qui est une généralisation de la forme (6.21). La forme (6.27) peut 3

toujours 8tre ramenée soit & la forme de Cauchy a champ (6.22)
soit & la forme de Clark & champ (6.24).
Un cas particulier important de 1'équation (6.27) est la forme

t = Auvw + Buv + Cvw + Dwu + Eu + Fv 4 Gw + H. (6.28)

De toutes les formes citées précédemment, celles que 1’on rencon- |

tre le plus fréquemment sont la forme de Cauchy (6.14) et ses cas
particuliers (6.11) et (6.12) ainsi que la forme de Cauchy & champ
(6.22). Pour cette raison nous allons nous pencher tout particuliére-
ment sur la représentation nomographique de ces formes.

On remarquera que 1’équation compléte d’ordre nomographique
trois (6.19) et ses cas particuliers (6.11), (6.12) et (6.13) peuvent étre
représentés par des abaques & échelles rectilignes, des abaques a une
échelle rectiligne et deux échelles portées par une section conique
et par des abaques a trois échelles curvilignes [16, 24, 64]. Ces aba-
ques se distinguent par leur grand pouvoir d’adaptation puisqu'ils
peuvent faire 1’objet de transformations aussi bien projectives
que non projectives [24]. Mais & des fins pratiques on peut parfaite-
ment se contenter des abaques rectilignes les plus simples auxquels
on n’appliquera que des transformations projectives.

Abaques de systémes d’'équations. Le systéme d’équations le
plus général représentable par un abaque & points alignés & simple
alignement est de la forme (6.6). Dans la pratique on a souvent
affaire a2 ses cas particuliers suivants:

fs () = Af: (W) + Bfa (v), }
fo () =Cf1 )+ Dfz (v); (6-29)
w=a;+biu+tcy, i
t=%+ww+@m} (6:30)
W = aubrvc, }
= gt (6.31)
1)+ fa(v) =f3 (W), _
i =110, | (6.32)
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Les abaques des systémes d’équations (6.29), (6.30), (6.31) et (6.32)
sont composés d'échelles paralldles (I'abaque du systéme (6.32) com-
prend encore une famille de lignes présentant des contacts tangen-
tiels avec la droite résolvante). C'est pourquoi on n’examinera la
représentation nomographique de ces systémes qu’aprés avoir étu-
dié les abaques & échelles paralléles.

Abaques composés. Les abaques & plusieurs applications de
la régle conviennent a la représentation d’une classe assez vaste

de relations & plusieurs variables. Signalons les formes les plus

courantes représentables par des abaques & échelles simples a double
ou triple alignement:

ht fo = fs + fo (6.33)
fo+ fo = fafus (6.34)

f + o+ s = Tufs (6.35)
fifs + 82 = ufa (6.36)

Etudions 1'abaque composé d'un abaque a points alignés et d'un
abaque a entrecroisement.

§ 6.3. Abaques a points alignés a deux échelles
rectilignes et une échelle curviligne

La représentation nomographique des équations (6.18) et (6.14)
a 6té étudiée au §§ 5.6 et 5.7, ot I'on a obtenu les équations des
éléments des abaques impliquant les parameétres de transformation
et développé une méthode pratique de transformation d’un abaque
rectiligne cartésien de la relation (6.14) en un abaque & deux échelles
paralléles et une échelle curviligne.

Ecrivons les équations des éléments des abaques des relations
(6.18) et (6.14) dans le systdme de coordonnées rectangulaires zOy
et citons un exemple détaillé de construction d'un abaque concret.

Cas d’échelles concourantes. Les équations des éléments del’aba-
que de la relation (6.18) s'écrivent dans le systéme de coordon-
nées z0y:

échelle u:

z=mF, y=0;

échelle v:

z =0, y=nkF,;

échelle w:

x = mF,;, y = nGs.
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On supposera que les parameétres m el n sont positifs. On sait par
ailleurs que la forme de Cauchy (6.18) peut s’écrire

(—Fy) , G _ 4
—Fy T T,

Oou encore
Py (=G
Iy o (—1£5) )

On peut tracer I’abaque dans un systéme de coordonnées oblique.
La construction de ’abaque implique le choix de 1’angle de coor-
données, des parameétres m et n et des sens des échelles.

Cas d'échelles paralléles. Dans un systéme de coordonnées rec-
tangulaires 2Oy, les équations des éléments de 1'abaque de la rela-
tion (6.14) s’écrivent:

échelle w:

échelle v:
z=1H, y=n(f,—10);
échelle w:
IImgg _—mn (afs+bga—ths)
nfg-+mgg’ B nfgt-mgs
On supposera que les parameétres m et n sont positifs. En formant

les équations des éléments de 1'abaque on ne perdra pas de vue
que la forme de Cauchy (6.14) peut encore s’écrire :

(—f) (—f3) + fags +h3 =0

T =

ou encore
fifs + (—fq) (—83) + hg = 0.

Dans le premier cas c'est le sens de 1’échelle u qui varie, dans le
second, celui de 1’échelle v. On obtiendrait le méme résultat en sup-
posant que les paramétres m et n sont des nombres algébriques.

La projection de 1'abaque implique le choix des paramétres
H, m, n, a, b et des sens des échelles paralléles. Cette projection
est simplifiée par le fait que les cinq paramétres admettent une inter-
prétation géométrique suggestive. Le paramétre H représente 1’écar-
tement des échelles paralléles, les paramdtres m et n les longueurs
des échelles u et v, les paramétres a et b la disposition respective
des échelles u et v.

Lorsqu’on choisira les parametres de transformation et le sens
des échelles paralldles il faut

1) vérifier si le support de 1’échelle curviligne coupe les échelles
paralléles, est une ligne monotone ou posséde des extrémums;

2) établir laquelle des variables u, v et w est a chercher et si ses
limites de variation sont compldtes ou incomplétes.
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On s'arrange généralement, si cela est possible bien slir, pour
placer 1’échelle de résolution entre celles des grandeurs données.
Mais dans certains cas (par exemple lorsque les limites de variation
de la variable cherchée sont incomplétes) on aura peut-étre plus d’in-
térét A disposer cette échelle a I'extérieur.

Si 1’échelle w ne coupe pas les échelles rectilignes, par un choix
convenable de leurs directions on peut toujours la disposer entre
les échelles paralléles, puis en se donnant la longueur L de I'abaque
déterminer les modules des échelles u et v. Les paramétres a et b
peuvent étre déduits a partir de la condition que les limites infé-
ricures des échelles u et v sont situées sur I'axe Oz.

Exemple 30. Construisons un abaque a points alignés dont les
échelles u et v sont paralldles et 1'échelle w curviligne pour 1’équa-
tion (4.23) [41]

uw + v (¥ — 1) —we® =0,

qui a été représentée au_ § 4.4 par un abaque cartésien rectiligne
(cf.” fig. 86). Les intervalles de variation sont: 0<C<u<3,5; 0
<v<b; 1 <w<o.

En comparant ’équation (4.23) avec la forme de Cauchy (6.14),
on obtient

fi::u! fzzUa f3=lU, gszew_‘l’ h3='—u)ew'
Les équations des éléments de 1'abaque s’écrivent :
échelle u:

z2=0, y=m@u—a);
échelle v:
z=H, y=n({—Db);
échelle w:
Hm (ew—1)
= wtm@—1n YT

—mn [aw b (eW—1) —weW]
nw-t me® —1) *
Posons ¢ = b = 0, puisque les limites inférieures de variation

de u et v sont nulles. Déterminons les paramétres m et n a partir de
la condition L = 220 mm. Il vient

290 = 3,5-m, 220 = 6-n.

D’ou
220 )
m—ﬁ=62,9 mm, n=
Posons m = 65 mm et n = 37 mm. Supposons que H = 150 mm.
Les équations des échelles s’écrivent alors
échelle u:

z2=0, y==60u;
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échelle v:
z = 150, y = 37v;

échelle w:
_ 150-65 (ew—1)

z 65-37wew
T 3Tw65(ew—1)?

Y =365 e—0-

u
— U
7] 6 o6
] P -
- —
— e b—
k= e 4 i
- s =
| - 7
- / ™
] _ P _—05
- . 7 — L
i s -
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Fig. 121. Construction de 1’échelle w dans un abaque & points alignés pour1’équa-
tion uw -+ v (ew — 1) — we® = 0 par la méthode des intersections

La figure 1 (cf. Introduction page 8) représente l'abaque de ces
équations.

On peut tracer facilement 1’abaque de la figure 1 sans en calculer
les échelles d’aprés les équations obtenues. En effet les échelles u et
v étant métriques on peut les tracer sans calcul. L’'échelle curviligne
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w peut, quant & elle, étre construite par la méthode des intersec-
tions. A cet effet résolvons I’équation (4.23) par rapport a la varia-
ble v. On obtient

w (e¥ —u)

U=
ew—1 °

Dressons le tableau 18 & 'aide de cette formule.

Tableau 18
v )
w w
u=1 u=2 u=1 =2
1 1 0,42 4 4 3,93
2 2 1,69 5 5 4,97
3 3 2,84 6 6 5,99

L’abaque se construit ainsi. Tracons des échelles u et v paral-
1¢les, métriques et de méme sens, de modules 65 et 37 mm respective-
ment. Disposons les échelles symétriquement & une distance de
150 mm 1’une de 1’autre. Utilisons le tableau 18 pour construire par
la méthode des intersections les points de 1’échelle w cotés1;2; ...;6.
Ce sont les points d’intersection de deux faisceaux de droites, dont
les centres sont les points cotés 1 et 2 de 1’échelle u. Ainsi le point
coté 3 de 1’échelle w est le point de rencontre des droites unissant
les points des échelles u et v cotés 1 et 3, 2 et 2,84. La figure 121
représente 1’esquisse de l’abaque ainsi construit.

§ 6.4. Abaque a points alignés a échelles
rectilignes concourantes

Si dans la forme (6.18), on pose G; = F3, on obtient la formu-
le (6.17)
1 1 19
TR T
Les équations] des éléments de son abaque s’écrivent:
échelle u:
z=mF,, y=0;
échelle v:
z =0, y=nl,;
échelle. w:
x =mF3 y=nF,
Des équations de 1'échelle w il résulte que son support est la droite
passant par l'origine des coordonnées. Les échelles u et v passent
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également par ce point. L’abaque est donc constitué de trois échel-
les rectilignes concourantes.

La méthode de construction de 1’abaque de la forme (6.17) est
analogue a celle de la forme (6.18).

Exemple 31. Construisons un abaque pour la formule

4,11
u v w
sur l'intervalle [0, 10] de variation de u et v.
9\
10—‘
_1
0 \ﬁ
1
\
\ |
AN !
\ N
5 0y
w_I
. |
l
] |
|
i | I
| | \\ |
- | | | |
SN
0‘\r T T T T ™~ T T T T ;
0 5 10

u
Fig. 122. Abaque & points alignés & trois échelles rectilignes concourantes pour

1 1
la formule —’;-{—T:;

L”inter.valle de variation de w est [0, 5]. Posons m = n = 5 mm.
Les’equatlons des éléments de 1"abaque s’écriront alors:

échelle u:

z=5u, y=0;
échelle v:

_ z =0, y=95vu;
échelle”w:

z =duw, =D w.

De ces équations il résulte que les échelles u et v sont métriques et
ont les axes de coordonnées pour support. L'échelle w est rectiligne

et métrique; elle a pour support la bissectrice de 1’angle des coor-
données.
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Tragons sur les axes Oz el Oy les échelles métriques u et v de modu-
le 5 mm entre O et 10. Menons la bissectrice de 1’angle des coordon-
nées, puis par les points cotés de l’échelle u, des droites a}lxiliai_res
paralléles a 1'axe Oy jusqu’a leur intersection avec cette bissectrice.
[lles déterminent 1’échelle w sur cette derniére. Ce procédé est basé
sur 1'utilisation, pour la construction de I’échelle w, de la premicre
équation z = 5 w. La figure 122 représente l’'abaque constrqit par
ce procédé. La droite résolvante est positionnée par la solution de
l’exemple numérique: u = 5, v =8; réponse w =3

§ 6.5. Abaque a points alignés a trois
échelles rectilignes paralléles

Dans la forme de Cauchy (6.14), rgmplago_ns les fonctions fg,

g5 et hg par far 83 01 hy et posons ensuite f3 = 1,85 =1 et hy = —f3
On obtient la forme (6.11);
fl + fz = fg-
Les équations des échelles de 1'abaque de cette forme s’écrivent:
échelle u:

$=0v y=m(f1—'0«);
échelle v:
z=H, y=n(—05);

échelle w:
_ mI mn

—m—l—n’ y:In_l_n(f:‘l—a—b)‘

Le schéma de 1'abaque est représenté sur la figure 123.

Fig. 123. Schéma d’un abaque & points alignés A trois échelles paralléles pour
la forme fy + f, = /s

Des équations des éléments de 1’abaque il résulte que les échel-
les u, v et w sont portées par des droites paralléles. L’écartement




128 CONSTRUCTION DES ABAQUES A POINTS ALIGNES [Ch. 6

des échelles extrémes u et v est égal & H, celui des échelles u et w A

mH
m-n "
Calculons 1’écartement des échelles w et v. Il vaut
nH
m—4n "
Posons
I — mH I, — nll
" m+n' 27 wtn-
I1 vient

L4l,—H et x=m

ly n*
Mettons 1'équation (6.11) sous la forme

fo + (—fa) = (—f) et fy + (—/3) = (—72)s

on obtient des abaques dans lesquels les échelles u et v sont média-
nes. On suppose toujours que les parameétres m et n sont positifs.
Tirons les paramétres m et n & partir de la condition d'égalité
des longueurs des échelles u et v & une grandeur donnée L, qui est
la hauteur de I’abaque. Déterminons les paramdtres a et b A partir

de la condition que les extrémités inférieures des échelles u et v sont
situées sur 1’axe Ou.

Exemple 32, Tragons un abaque & trois échelles paralléles pour
la formule (2.7)

P =350+ 0,75 (I' — 150) 4+ 0,25 (4 — 20)
sur les intervalles suivants:
150 << 7'<< 190 em, 20 << 4 < 80 ans, 50 << P << 95 kg,
Mettons (2.7) sous la forme L
0,75 (I — 150). + 0,25 (4 — 20) = P — 50
et comparons avec (6.11). 11 vient
f1 =0,75 (T — 150), f, =0,25 (4 — 20), f; =P — 50.

Berivons les équations des éléments de 1’abaque en posant directe-
ment ¢ =0 =0:
échelle T':
z =0, y=m-0,75 (T — 150);
échelle 4 :
z=H, y=n025(4 — 20);
échelle P:
mH mn
T = mn_

=mgn V= mga P50
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Convenons que la hauteur de 1'abaque est L = 200 mm et que
la largeur est /I = 150 mm.

Déterminons le paramétre m 2 partir de la condition que la
longueur L de I’échelle 7 doit &tre égale & 200 mm. On a

200 = m-0,75 (I'y — 150) — m-0,75 (T, — 150),
ol 7; = 150 cm et 7'y = 190 cm. D’out

200

M= 575740

= 6,7 mm.

Posons m = 6 mm. Il vient

L =6.0,75-40 = 180 mm.

Déterminons le paramétre n A partir de la eondition L = 200 mm.
On a

200 = 7-0,25 (4, — 20) — n-0,25 (4, — 20),
ol A4; =20 ans, 4, =380 ans. D'ou

200
n=r= 13,3 mm.

Posons n = 12 mm. On a
L =12.15 =180 mm.

Donc m =6 mm, n =12 mm et H = 150 mm. Pour ces valeurs
des paramdtres, les équations des échelles de l'abaque s’écrivent:
échelle 7:

z =0, y==6-0,75 (I' — 150);
échelle 4:
z =150, y =12.0,25 (4 — 20);
échelle P:
6-150 6-12
$=m§‘, y:m(P——SO).

Les modules des échelles métriques 7', 4 et P valent donc respec-
tivement

myp = 6-0,75 = 4,5 mm, m, =12-0,25 =3 mm,
6-12
6412
et I’écartement I, des échelles 7' et P

6-150
6112

mp= =4 mm,

=50 mm.

9049
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Les points des échelles T, P et A cotés respectivement 150 cm,
50 kg et 20 ans sont situés sur 1’axe Oz, car les ordonnées sont nul-
les pour ces valeurs des variables. Ces données suffisent & construire

7,cm P, xg A, ans
190 - 80
] 90 =
b 50 L C
] B Ce70
. - 150 >
180 = ' E
] 5480 50
170 *_ﬁ#\\ r 545[1
] ~~<_ P -
7] = wt_:\ .
. - Tt~ Fesg
160 o - e~ E
] n —30
:LL S ==
150 L——‘ﬁﬂ Ll.go

Fig. 124. Abaque a points alignés pour la formule (2.7)

1’abaque. L’abaque représenté sur la figure 124 correspond a 1'exem-
ple numérique: T = 170;cm, A =35 ans; réponse P =69 kg.

§ 6.6. Abaque a points alignés a échelles
paralléles pour un systéme de deux équations
Soit le systéme]d’équations (6.29)
f3 (w) = Af1 (u) + Bfz (v), }
fa @) =Cf1 (w) + Df2 (v),
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ol 4, B, C et D sont des coefficients numériques. Ce systéme peut
dtre représenté par un abaque & échelles paralléles u, v, w et ¢ & sim-
ple alignement.

Ecrivons tout d’abord les équations des échelles de 1’'abaque de
la premiére équation du systéme (6.29), qui contiennent les para-
meétres H, m, n, a et b:

échelle u:

=0, y=mAf, —a);
échelle v:
x=H, y=n(Bl; —1);
échelle w:
mH . mn

= Y= m-n (fs—a—10).

Prenons les échelles u et v de ’abaque représentant la deuxiéme

équation du systéme (6.29) identiques & celles de 1’abaque de la

!
4o

7~ Cw -l Co
] T - -
— 2 =~ — I~
de 24 L+ T~ -
- ntn N T~ I~
] —m'H T~k
7] '+’ - ):\\\\
7 = H — -
0= _ C u -

£

Fig. 125. Schéma d'un abaque & points alignés & quatre échelles paralléles liées
par un alignement pour le systéme d’équations (6.29)

premidre équation. A cet effet il faut déterminer les paramétres
m’, n', a' et b’ figurant dans les équations des échelles paralléles
4 partir des conditions m4 =m'C, nB =nr'D, ma =m'a’, nb =
=n'b'". D'ou il vient

mA , nB ", aC D

< "= =4

D’ 4 B
Les équations de 1'échelle ¢ s’écrivent donc:

m' =

m'H m'n’ , B i
x“m’—i*n' ’ y—m'—}—n’ '(]Ck“a ——b). 0

On supposera que les parameétres m' et n' sont positifs, i.e.-leé
coefficients A et C sont de méme signe ainsi que-les coefficients B
et D. La figure 125 représente 1’abaque. La projection de 1'abaque

9%
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§ 6.71 EXEMPLE D'UN ABAQUE POUR UN SYSTEME D'EQUATIONS 133

implique le choix des paramétres I/, m, n, a et b. Le paramétre H
est délerminé a partir de la condition d’obtention d'un abaque de
largeur donnée, les paramdtres m et & partir de la condition d’égalité
des longueurs des échelles u et v & une longueur donnée L, les para-
métres a et b A partir de la condition de disposition des extrémités
inférieures des échelles u et v sur l'axe Oz.

Les systémes (6.30) et (6.31)

w=a,;+ byu-+tcy, }
t:az+b2u+02l};
W= a,ub, }

t = aubacs,

ay, by, ¢4, @y, b6t ¢, étant des constantes, sout des cas particuliers
importants du systéme d’équations (6.29).

Le systdme (6.30) se raméne au systéme (6.29) moyennant la
transformation ~

w—ay=bu-tc,
t— ag= byt -+ Cov. }
Donc
fr=u, fo =0 fs=w—ay, fi=10—2ay,
A =0b, B=c¢, C=0b, D =c,

En prenant le logarithme du systéme (6.21) on obtient le systc-
me (6.29)

log—l:—ll— =b, logu-cylogu,

1og—at = by logu ¢ logv.
2
Donc
t
fi=logu, fa=logv, f3=10g;w—, f4=10g—a ’
1 2

A =b1, B = (1, C =b2, D = Cg.

Les échelles de 1’abaque du systéme (6.30) étant toutes métri- 5
ques, et celles de 1’abaque du systéme (6.31) toutes logarithmiques, |

on peut construire ces abaques sans calcul. Pour cela il faut d’abord

tracer les échelles métriques ou logarithmiques u et v avec des modu- ‘

les arbitraires et repérer ensuite par la méthode des intersections

deux points de 1’échelle w et deux points de 1'échelle ¢, puis faire

passer par ces points les supports rectilignes des échelles que l'on |

graduera avec des canevas métriques ou logarithmiques.

§ 6.7. Exemple de construction d’un ahaque‘
A points alignés a échelles logarithmiques
paralléles pour un systéme de deux équations

Construisons un abaque pour le systéme d’équations [65]

2 b
P=gy: =%

qui se présente en hydraulique dans le calcul des lits paraboliques
d'équation y? = 2pz, p étant le parameire de la parabole; 2 la
profondeur; b la largeur du lit a la profondeur h; m le coefficient
d'écartement des talus a la profondeur

h. Les quantités p, kel b sont mesu- 7
rées en métres. 20 0
Les intervalles de variation sont: _
1<b<20, 01 <h<é4 0,1<p< bT P lh
<100, 0,2 < m < 30. H
Ecrivons le .systéme d’équations l l
(6.37) sous la forme
log (8p) =2logb—logh, 15r b=
log (4m) ==logb—log h }

et comparons avec le systéme principal  Lig. 126. Schéma d'un abaque a
(6.29). 11 vient Foints }z:lignés a quatllieléchi-;lles
ogarithmiques paralléles liées
fr =log b, f, = —log h, par un alignement pour le sys-
/3 = log (8p), f4 = log (4m), téme d’équations (6.37)
4 =2 B=1, C =1, D =1.
L'abaque est représenté sur la figure 126. L’échelle b est orientée
vers le haut, 1'échelle 2 vers le bas.
Les équations des éléments de 1’abaque s’écrivent:
échelle b:
z =0, y =m@2log b — a);
échelle h:
x =H, y =n(—logh—D);
échelle p:

mH mn -
==, — log (8p) —a—1b];
m--n y m--n [og ( P) J
échelle m:
m'H m’'n’

[log (4m)—a’-=0"].

T om0 y= m’ - n’

Nous avons désigné les paramétres de transformation par m ot b
pour ne pas les confondre avec les variables essentielles. Les para-
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motres m', n', a’, b’ sont définis par les formules
b =b.

Prenons la hauteur de 1'abaque L = 160 mm et la largeur I =
= 130 mm. Tirons les modules m et n a partir des équations

m' =2m, n =un, o =0,Dba,

160 =2m log 2, 160 =n log 2.
D’ou
— 80 80 . ,
M= 1o 20 :T,—E’,'NM"B mm,
160 160

n:W:-ﬁ:iOO mm.

Posons m = 125/2 = 62,5 mm, n = 100 mm. Alors
m' =2m =2-62,5 =125 mm, n' =n = 100 mm.
Prenons les paramétres a et b tels que les points de cotes b = 1

et b =4 soient situés sur 1’axe Oz. Les ordonnées de ces points
doivent étre nulles, i.e.

0 =m@2log1—a), 0 =n(—log4— b).

Il résulte ¢ =0 et b = —log 4. Dot @’ =0, b' = —log 4.
Les équations des éléments de 1'abaque s'écrivent donc:
échelle b:

z =0, y=1251ogb;

~échelle h:
z=130, y=100 log-;;—;

échelle p:

62,5-130 _62,5-100 . .
T=ga51000 Y= 62,5100 18 (52P);
échelle m:
125-130 125-100 I
T= 135 130" Y = 1351100 log (16m).

Les équations des échelles p et m peuvent encore s'écrire :
échelle p:
xz =950, y = 38,5log (32p);
échelle m:
z =172,2, y = 35,6 log (16m).

Calculons les ordonnées des points de cotes p = 1 et m =1 des échel-
les p et m. Pour le point p = 1 on obtient

y = 38,5-log 32 = 38,5-1,504 = 57,9 mm,

§6.7] EXEMPLE D’UN ABAQUE POUR UN SYSTEME D'EQUATIONS 135

et pour le point m =1
y = 59,6-log 16 = 55,6-.1,204 = 66,9 mm.

Nous avons tout pour construire 1’abaque & 1’aide des canevas
logarithmiques. Retragons-le en g
v indiquant le sens, le module et f
les dimensions des échelles
(fig. 127). Préparons des canevas ¢
logarithmiques de modules 38,5;
99,6; 100; 125 mm et tracons
I’'abaque. La figure 128 représente

%

ls79| | =
=
N_—
. <t66,9—3 —3

la solution de 1l’exemple numé- 5 130
rique: p =5m, h =0,6 m; ré- ! b
ponse: b =49 m, m = 2. @ @ & *

Construisons maintenant les
échelles p et m par la méthode des
intersections. Prenons les échel-
les logarithmiques b et & de mo-
dules 125 et 100 mm. Orientons
I'échelle b vers le haut et1'échelle % vers le bas. Disposons ces échel-
les sur des droites paralléles telles que les points des échelles b et &

Fig. 127. Schéma d’un abaque a points
alignés a quatre échelles logarithmi-
ques paralleles pour le systéme d’équa-
tions (6.37) avec indication du sens, du
module et des dimensions des échelles

b,m ' hm
20— i ! o1
E m c
] 30— E
. p,m ) -1 —_

- 100 — 20 -

— 3 7 0,2

0 50— 10— -

= B i 0,3
— ] 5 — r

| B e =
] 10 . - 04

ED N F~0,5
S - IR}

:" 5_.2 R S —
4 = T -

3 7 1 =
3. ¢ o 3 et
. 0,5*_; 057 -

2 = 1 "

] 1 o2 Fe2
] 0f -
_— —3
1o e, s

Py

Fig, 128 Abaque & points alignés & quatre échelles logarithmiques paralléles
' liées par un alignement pour le systéme d équations (6.37)
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de cotes 1 et 4 soient situdés sur une horizontale. Placons ces échel-
les & une distance de 130 mm 1'une de ’autre et construisons-les
a D'aide de canevas logarithmiques.

b,m p.m m f,m
20 0
N /// -
] \\\ R "
] ~ -
~ -
N \\\ /// -
i ~o - -
-1 ~ - -
— S - - /—‘U,Z
e PR /// -
10— :ﬁ 10 e L
- - No - I~
- e '~ -
Tt~ /// //\/\\ :‘015
= ~ -~ -
] ~~— A 4 N C
-~ - - ~ -
B > - N — 04
—] - =~ =10 ~ -
LT Tl ~_F
. —~ -~ F
e - i N />_.U)5
5 o] s -~ _ -
_ - S~ — —
-1 P ~— —
q - P il -
- = - -~ —
i — ~
b - ~_[
q T~ T T T /1/ ol
A S~ //ﬁ __________ -
3 ] — /1/ NNNN 1
. - ~< B
- /// ﬁ \\\ - :
PR ~. - —
= -
] P ~~a —
- ~< -
2} ~—_ o
n S~ E
. Sz
- 3

Fig. 129. Construction des échelles p et m dans un abaque du systéme d’équa-
tions (6.37) par la méthode des intersections

Résolvons la premiére et la deuxidme équation du systéme (6.37)
par rapport & k. On obtient

b

h=2 h
-—-E et AR

Posons p =1 m; p =10 m; m =1; m = 10 et calculons % pour
des couples convenables de valeurs de b dans I'intervalle 1 << & << 20.
On obtient les tableaux 19 et 20. Construisons les points p =1 m;

=10 m; m =1 et m = 10 par la méthode des intersections en
utilisant les tableaux 19 et 20. On obtient 1’'abaque de la figure 129.
Les échelles p et m sont ensuite graduées & 1’aide de canevas loga-
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Tablean 19 Tableau 20
p=1m p=10 m m=1 m=10
b h b h b h b h
2 0,5 4 0,2 2 0,5 4 0,1
4 2 8 0,8 4 1 20 0,5

rithmiques. Pour les préparer on reporle sur des bandes de papier
les intervalles délimités par les points p =1 metp =40m, m =1
et m = 10 A 1’aide du triangle des échelles logarithmiques.

§ 6.8. Abaque a points alignés a trois
échelles paralléles et une famille de lignes

Dans la pratique on a souvent affaire & des systemes d’équations
se ramenant & la forme (6.32)

fi@) +f2 (v)=1s (W), }
fiz (U, v) = fe (2).

La premiére des équations du systéme (6.32) peut étre représentée
par un abaque a points alignés & échelles u, v et w paralléles. En

U ¢ w v
N~

Fig. 130. Schéma d’un abaque points alignés & trois échelles Parall(}les et une
famille de lignes liées par un alignement pour le systéme d'équations (6.32)

utilisant les échelles w et v de cet abaque, on peut, sur des exemples
(cf. § 5.4), comstruire un abaque a deux contacts ponctuels et un
contact tangentiel pour la deuxidme équation du systéme. On obtient
ainsi un abaque sur lequel le systéme d’équations (6.32) sera résolu
par un simple alignement. La figure 130 représente le schéma de

1’abaque. Cet abaque possdde trois contacts ponctuels et un contact
tangentiel.
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Exemple 33. Soit a représenter le systéme d’équations [35]
Q= (bh-+mh?) v, )
v=CYV R,
Y=04+2hV 14 m2, l

N

(6.38)

utilisé dans le calcul hydraulique des canaux trapézoidaux. Les
quantités R et C sont auxiliaires et se déterminent par les formules

bh - mh? 1 p2,5Vn=0,13-0,75 VE(Vn-0,1)
==, C:'—R 9
b4-20 Y T me n

m, n et b sont des constantes. Ici Q est le débit, v la vitesse, 4 la pro-
fondeur, i l'inclinaison, y le périmétre mouillé, m le coefficient
d’écartement des talus, n le coefficient de rugosité, b la largeur du
canal au fond.

Les quantités m, n et b étant constantes, désignons-les par m,
ng et by. Le systéme (6.38) s’écrit alors

Q =ViF (b, (6.39)
Q = (boh + mgh?) v, (6.40)
=2—1'}1;£E' (6.41)

ou

‘FU‘):MX

0

— T boh+moh? —
2,5 Vig40,37-0,75 7/ — 2207l (V5 ~0,1)
° V' wion Vitms ¢

byl moh?
X[ bo+2nY 14+m? ]

La marche a suivre pour représenter le systdme d’équations
(6.39), (6.40) et (6.41) est la suivante. Prenons le logarithme de
Péquation (6.39) =

log @ =log F (h) + log Vi

et représentons-la par un abaque A échelles paralldles. Construi-
sons la famille de lignes v & I’aide de 1'équation (6.40) et des échelles
h et Q sur des exemples. Utilisons ensuite I’équation (6.41) pour
accoler 1’échelle y a 1'échelle 4.

Construisons un abaque de ce type pour le cas ot my =0, ny =
0,015 et by, = 0,5 m. Prenons les intervalles de variation suivants :
<h <15 m; 0,000 <i

i << 0,03; 0,02<<Q <3 m¥s; 0,4
v<C4 m/s; 0,7 <<y <3,4 m.

S
[N

?

A
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Fig. 131. Abaque & points alignés pour le systdme d’équations (6.38) tracé pour
# 1 les pvaleurs m=0, n=20015¢et b5=05m

Les équations des échelles %, i et Q s’écrivent:
échelle h:

z =0, y=mllogF (k) — al;
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échelle i:
z =H, y =nllogVi—bl;
échelle Q:

miIl mn

= m-+n’ y= m--n (10gQ~a——b).

Déduisons les équations de 1'échelle y a partir de celles de 1'échel-
le /& sans modifier la premiére équation et en portant l'expression
de - dans la seconde:

— - o A=by N
z=0, y_m[logF(zvm) aJ.

Posons m = 150 mm, n = 300 mm, 4 = 150 mm, ¢ = log F (0, 1),
b = log 0,001. Pour ces valeurs des paramétres m et n, les modules
des échelles logarithmiques Q et i sont respectivement égaux a 100
et 150 mm. La figure 131 représente l’abaque correspondant. La
famille de lignes v a été construite sur des exemples a l'aide des
équations (6.40). L’abaque correspond a l'exemple numérique: i =
= 0,004, Q = 0,42 m?%s; réponse v = 1,33 m/s, b =0,62 m, y =
= 1,75 m.

Le travail [35] renferme une collection de tels abaques construits
pour les combinaisons des paramtres m, n et b les plus utilisées.

§ 6.9. Abaque a points alignés a deux échelles
paralléles et une échelle rectiligne oblique

Dans la forme de Cauchy (6.14), remplagons de nouveau les fonc-
tions f3s 83 et hy par f3, g5 et hg et posons f3 =1, g5 = —f; et
hy = 0. On obtient la forme (6.12)

f1 =Tofs

Les équations des éléments de son abaque s’écrivent :
échelle u:
z =0, y =/,
échelle v:
z = II: y = f2 )
échelle w:

H
faiS'l' y=0.

xr=

Des équations de 1'échelle w il résulte que le support de cette der-
niére coincide avec ’axe Oz. Le schéma de 1’abaque est représenté
sur la figure 132.

Les équations des échelles de 1’abaque renfermant les paramétres
de transformation s’écrivent:
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échelle u:
z =0, y=m((—a);

échelle v:
z=H, y=n(fy—10);
échelle w:
_ mllfy __mn(a—Dbfy)
T mfg—n? = omfyg—n °

Nous supposerons de nouveau que les paramdtres m et n sont posi-
tifs. Lorsqu’on choisira la variante de 1’abaque, on aura a 1'esprit
1’écriture suivante de 1’équation (6.12)
(—1) =Tfs (—f3) oufy = (—fa) (—f3)- ¥
D’ou il vient que dans les équations
des éléments de 1’abaque, on peut si-
multanément inverser les signes des
fonctions f; et f; ou f, et fs.

La méthode de construction des
abaques de la forme (6.12) est analogue
3 celle des abaques de la forme (6.14)
el revient & choisir les paramétres I7,
m, n, a et b, et les sens des échelles
paralléles.

=
<

/
/

FIXI
/
/

TTTT1T11

S
~ /
:/
s

A
[TTT T
/

TTTT7TT

. Fig. 132. Schéma d'un abaque a
Exemple 34. Construisons un aba- po%ms alignés 2 deux ¢échelles

que du type considéré pour la formu- paralldles coupées par une échel-
le [66] le rectiligne pour la forme f; =
4 V1,37 / =fafs

A=0,0131m, (6.12)

qui donne le taux d’alcool contenu dans le sang de 1’homme A en

fonction du poids P et de la quantité de whisky v consommé a jeun

pendant une heure. Les intervalles de variation sont: 40 << P <<

< 110 kg; 50 << v << 400 g/h; 0,00 < 4 < 0,5 %. Posons P, =
= 40 kg, P, = 110 kg, v; = 50 g/h, vy, = 400 g/h.
Ramenons la formule (6.42) a la forme (6.12):

5 0,0131
P13 — (—p1,37) ( ___A__) .

Posons
. 0,0131
fi=Pu1%,  fo=—0vt¥,  fy=— -
Les équations des éléments de 1'abaque s'écrivent:
échelle P:

z =0, y —=m(PL1 —q);
échelle v:
z =1, y =n(—v —10);
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Fig. 133. Abaque a points alignés & deux échelles paralléles coupées par une
échelle rectiligne pour la’ formule (6.42)

échelle A :

" _;0,0131) [ ., _0,0134 ]
— (o 013/11 Y= e bo‘\0131 . )
m(— ’A )-—n m(—-—-’—z—)—n (

Prenons I = 140 mm et L = 200 mm. Calculons les paramétres
met n:
L 200

mzpé'l.“_P}‘i%: Tion,m —zonms ~ 1,4 mm,
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L 200

M= T 371,87 400537 —501,37
2 1

~ 0,057 mm.

Les parameétres a et b se déterminent a partir des conditions que
les points de cote P; = 40 kg de 1'échelle P et de cote v, = 400 g/h
de I’échelle v sont situés sur 1'axe Oz. D’ou il vient

a=P 135 = 404,135 ~ (5,5
b= —v33T = 400137 ~ — 3700.

Finalement les équations des éléments de l'abaque s’écrivent:
échelle P:
z =0, y=1,4(PH'% — 65,5);
échelle v:
z =140, y = 0,057 (—uv!37 + 3700);
échelle w:

1,4./140(—0’31131) 1,4-0,057 [65,5+37oo(—%@”
T = y Y= .
114(”0,(1):31)_0’057 1,4(_0"34131)—0,057

La figure 133 représente 1’abaque construit d’aprés ces équations.
L’échelle A porte des inscriptions illustrant le comportement de
I’homme aux divers stades d’ébriété. Ainsi, avec un poids de 70 kg,
pour atteindre le stade « mieux vaut éviter le chef» (4 = 0,2 %),
il faut incurgiter environ 250 g de whisky en une heure. L’auleur
de cet abaque, le nomographe américain Davis [66] écrit que des
600 a 700 abaques qu’il a construits, celui-ci a eu le plus de succés (et
pour cause) et a été publié dans de nombreuses revues.

On remarquera qu’aprés la prise de logarithme, la formule (6.42)
se raméne A la forme (6.11) et peut par conséquent étre représentée
par un abaque & points alignés a échelles paralléles ou par un abaque
du type rdgle a calcul & un curseur. Toutes les échelles de ces aba-
ques seront logarithmiques.

§ 6.10. Abaque 2 points alignés pour une formule
d’interpolation linéaire successive dans
des tableaux a deux entrées

Soit A représenter par un abaque la formule (6.20)
w = Auv + Bu + Cv + D,

ot A, B, C et D sont des coefficients numériques. La relation (6.20)
décrit une case tabulaire & deux entrées (tableau 21) donnant les va-
leurs d’une fonction w = F (1, v) pour deux valeurs de la variable u
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ot deux valeurs de la variable v, dans le cas, ol une interpolation
linéaire est valable dans cette case aussi bien sur u que sur v.

Tableau 21
|
u
Yy Ug
v
5% Wiy \ Woy
‘ Uy Wy ‘ Woa

La relation (6.20) peut &tre ramenée a la forme (6.12). Faisons
passer D dans le premier membre de (6.20) et ajoutons aux deux
membres le terme BC/A

w+2E — (Auv + Cv)+ ( Bu+ I
ou
w-2E D= (4u+C) -+ (AutO),
ou
w2C —(du+0) (v 5 ).

Mettons cette équation sous la forme

BC ; 1
Au+C= (w’*’T_D)' > B/A
et comparons avec (6.12). Posons
BC 1
fi=Au+C, fa=w+——D, fs=7pa-

Les équations des éléments de 1’abaque s'écrivent:
échelle u:
X ::0,

y =:Au~+-C;
échelle w:

b
r=H, y=w+—A£—— H

échelle v:
. H
T="BjA—v"’
L’abaque correspondant a cette équation est représenté {sur la figu-
re 134. Les échelles u et w sont paralléles et métriques,
trique et projective.

y=0.

1'échelle v mé- | Ug ¢ lpport de : !
' pas dans le dessin il faut réduire 1’écartement des échelles paralleéles
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11 existe une méthode simple de construction d’abaque de ce
type. Supposons pour fixer les idées que dans l’intervalle de varia-
tion de v, 1'échelle v ne coupe pas les échelles paralléles de ’abaque

u w

~
~
~
~

~
| - I T T Dl S O
~ .

= T T T i

—

~
— ~
~
. ~

Fig. 134. Schéma d’un abaque & points

- alignés A deux échelles paralléles mé-

triques u et w coupées par,une échelle
projective rectiligne v pour la forme
w= Auv -+ Bu-|- Cv-+ D

FFig. 135. Schéma d’un abaque a points

alignés pour la forme w = A uwv+Bu-+-

+ Cv + D dans le cas ou l'échelle v

oblique ne coupe pas les échelles pa-
ralleles v et w

et que celui-ci est de la forme représentée sur la figure 135. Sup-
posons que w est la variable inconnue. Soit '

uIS;lLsguw

vy LU D

Dressons le tableau 21 des valeurs de w pour les valeurs extrémes de

“u et v a l'aide de la formule
- (6.20).
L SWey > Wi > Wyy-

Supposons que wy, >

1
Tracons les échelles paralleles

. métriques u et w a une distance

arbitraire 1’'une de l’autre. Choi-
sissons-les de modules tels que
leurs longueurs soient approxima-
tivement égales, et de sens tel que

. l'échelle w se trouve entre les

échelles u et v (fig. 136). Le point
coté v; de 1'échelle v est le point
de rencontre des droites passant
par les points u, et wyy, Uy €1 Wy,

- Le point coté v, de 1'échelle v est

le point d’intersection des droites

=00

2 U,

Fig. 136. Schéma de construction d’un

abaque A points alignés du type de la

figure 135 pour la relation w = Auv-

4+ Bu 4+ Cv-+ D, donnée par le ta-
bleau 21

passant par les points u; et wi,, U,y €L w,,. La droite qui passe par
les points v; et v, est le support de 1'échelle v. Si celle-ci ne Lient

ou le module de 1'échelle w.
10049
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Trouvons une méthode de construction des points intercalaires
de 1’échelle v. Supposons d’abord que cette échelle a déjh éLé construi-
te. Prenons une valeur quelconque u = uy et a partir du point colé
u, de 1’échelle w projetons les points de 1’échelle v sur 1’échelle w.
On obtient sur 1’échelle w une série de points équidistants si les
points de I’échelle v ont 616 construits avec le méme pas Av. En effet,
écrivons 1'équation (6.20) sous la forme

w = (Au + C)v + (Bu + D)
et posons u = u,. On obtient
w :(Auo+C)U+(Bu0+D)

ou
w=av + b,

ol a et b sont des constantes. 1l s’ensuit que w est une fonction
linéaire de v et & des valeurs égales de Av correspondent des valeurs
égales de Aw. Or l’échelle w est métrique. Donc aux valeurs égales
de Aw correspondent des points équidistants de cette échelle.

Ceci nous suggére la méthode suivante de construction de points
intercalaires de 1'échelle v. Premons sur P’échelle w un point quel-
conque de cote u, et tragons par ce point les rayons ugv; et UgVs. Me-
nons & proximité de 1’échelle v une droite paralléle a 1’échelle w et
marquons sur elle une échelle métrique v en affectant les cotes v,
et v, aux points d’intersection de cette droite avec les rayons. En
projetant les points de I’échelle métrique auxiliaire v & partir du
point coté u, de l'échelle u, on obtient les points intermédiaires
sur le support oblique v. Pour u, on a intérdt a prendre les valeurs
u, ou w, puisque les rayons uUy et ww, on Uy et Uy, ont déja été

tracgs lors de la construction des points v, et vy par la méthode des |

intersections.

Exemple 35. Construisons un abaque pour la formule
w — —0,02 uv + 0,72 u + Sl v + 870

sur les intervalles 700 < u << 800; 9 < v < 10. Faisons varier

w avec de la marge entre 1700 et 1800.

Tableau 22
Valeurs de w
u
700 800
v
9 1707 1761
10 1744 1796

§6.11] ABAQUES DES TFTORMES (6.23) ET (6.22) 147

Dressorns le tableau 22 des valeurs de w pour les valeurs extrémes
de u et v. I‘rfn;ons (cf. fig. 137) les échelles u et w de méme sens, métri-
ques, )paralleles, symétriques, de module 1 mm. Disposons ceé échel-
les & 60 mm I’une de I’autre. Construisons les points v = 9 et v = 10
par la me’thode des intersections et joignons-les par une droite l?uis
par la méthode décrite plus haut, portons sur 1’échelle v les ‘points,.

700

Fig. 137. Abag 3 ints aligné i ‘

137. Jue a points alignés pour la relation w = —0,0: - 0,7:

\ 37.A a points i U ; w = —0,02uv - 0,72u -

- 51v -+ 870, construit d'apres le’ schéma de 'abaque de la figure iS(i’su:flc{s
données du tableau 22

de, d3v151011 iptermédiaires par projection des points d’une échelle
metrl(’l}le auxiliaire & partir du point coté 700 de 1’échelle u. Construi-
sons 1'échelle métrique auxiliaire & une distance de I"échelle w telle
que l’a longueur de 1'échelon soit égale & 10 mm, i.e. la lon

de 1’échelle soit égale a 100 mm. T Brent

. § 6.11’. Abaques a points alignés
a deux échelles rectilignes et a champ

Cas d’échelles concourantes. En rempl d )
e | . : antes. tn plagant dans la forme (6. 18)
éeSCII(:IIIlI(ID;(;IO(Iés.QgS; et G, par I'y, et G4, on obtient la forme de Cauchy

7

34 (;34
P

Iy

= 1.
Les équations des éléments de son abaque s’écrivent :
échelle u:

T = mﬁ‘lv Yy = 0;
10% e

A
\\ :’{ e “fx
e %

SR
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échelle v:
z =0, y =nl,;
champ (w, t):
z =mly, Yy =nGs,.
La figure 138 représente cet abaque. On peut le construire dans un
systéme de coordonnées obliques. Les abaques des figures 63 et 65
sont de ce type.

Cas d’échelles paralleles. Dans la forme (6. 14), en remplagant
les fonctions fs, g3, ks PAr faq, &34 €1 hege, on oblient la forme de Cauchy
A champ (6.22)

fifsa + fo8sa + hay = 0.

Les équations des éléments de son abaque g’écrivent :
échelle u:

=0, y=m(f, —a);
échelle v:

z =M, =n(fy, — b);
champ (w, ?):
g Hmess o = mn(afsdbes )
nfgy-t-mgsq ’ nfga -t mgsq :

y 7\

n v Eu
. w 7]

'U:SB\\ . n
1N 1 -
1 " t p o
] N ]

0‘L ||llll||||;s\'%rrlln|[ :L :

u ' 0%~ —>

§ 6.111] ABAQUES DES FORMES (6.23) ET (6.22) 149

Fig. 138. Schéma d'un abaque a points

alignés & échelles rectilignes concou-

rantes -et a champ pour la forme
Fay 4 Gas _ g

Py Py

Fig. 139. Schéma d’un abaque &
points alignés a échelles paralléles
et & champ pour la forme fifss +

+fo834 + h3s = 0

L’abaque est représenté sur la figure 139. La forme (6.22) est repré-

sentée comme la forme (6.14).

Exemple 36. Construisons un abaque pour la formule [67]

ju—1

oy Log(w—1) (6.43)

w—t—1

sur les intervalles suivants: 0,3 <Cu<<1, 0,1 <<v < 20, 0,1 <
< w < 20, 0,001 <t < 10.
Mettons 1’équation (6.43) sous la forme (6.22)

u-logt+10gv-(—1)+[—10gt—logM]:().

w—t—1
On a ‘
fi=u, fy=logv, fu=logt, gu=—1,
h34r—-——logt—log%2—g%1—tl,

Les équations des éléments de ’abaque s’écrivent:
échelle w:
z =0, y=m((@u—a);

échelle v:
z =10, y=n(logv—D0);

champ (w, t):
_ Log (w—1)
—Hm ——mn[alogt b—logt—log Py — ]
o e— y:
nlogt—m '’ nlogt—m

La figure 2 (cf. Introduction page 9) représente I’abaque corres-
pondant & ces équations pour les valeurs I = 250 mm, m = 360 1nm,
n =80 mm, ¢ =0,3, b = —0,9.

Exemple 37. Construisons un abaque de la formule [59] qui
définit le prix de revient des conduites d’eau en acier, d’un diamétre
de 200 mm, dans un systéme d’irrigation stationnaire

C, =4p (z, 1) + q(z D), (6.44)

p (z, 1) =6,40-10712[z%7 + 0,91z;

_F2,39-‘106 8,51-10% /0 394 104
q(z, )= R G "”‘1+0,005.z) s

0,625 (1— 1000).

C, est le prix de revient, z est la distance entre les conduites d’eau,

! la longueur des conduites, A un paramétre variable. Les interval-

les de variation des variables sont: 1 << 4 < 6; 70 <<z < 200 m;

200 < I < 1000 m; 500 < C; << 3000 roubles & I’hectare.
Mettons (6.44) sous la forme (6.22)

lz

Ap (z, D) + (—C)-1 + q(z ) =0.
On a f, =4, f, = —C1y faa =D (2, 1), &3 =1, hy =q (3 D).
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Les équations des éléments de 1'abaque s’écrivent:
échelle A4:

x =0, =m (4 — a);
échelle C,: y ( 2

z=H, y=n(—C, —0);
champ (z, I):

— Hm Y= —mnlap (z, 1)+ b-q(z. 1)]
np(z, )4m* ~ np(z, l)4m

La figure 140 représente 1’abaque correspondant a ces équations
gour le;ow(l)gleurs H =250 mm, m =50 mm, n =0,1 mm, a =1,

X

A Cy, roublefha
6 —500
5] t«mun
4]

_3»/

3]
2+
o L3000

Fig. 140. Abaque & points alignés pour la relation (6.44) construit d’apres le
schéma de 1'abaque de la figure 139

Une particularité intéressante de cet abaque est qu'on peut s’en
servir pour déterminer la valeur z = z* qui réalise le minimum C, =
= C% pour des valeurs données des paramétres 4 et I. A cet effet
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il faut tracer & partir du point douné de I’échelle A une tangente
a la ligne donnée [. La cote de la ligne z passant par ce point de tan-
gence donne la réponse z¥. Au point d’intersection de la tangente
avec 1’échelle C, on lit la réponse C¥. On délinit en mdme temps le
domaine des valeurs de z dans lequel les valeurs de C, sont proches
de C%. L’abaque correspond a l’exemple numérique: A = 3,5;
| — 400 m; réponses z¥ = 135 m, C% = 990 roubles/h; les valeurs
de z comprises entre 130 et 145 m donnent les valeurs de C,; proches
de C% =990 roubles/h.

§ 6.12. Abaque a points alignés pour la formule
d’interpolation linéaire successive dans les tableaux
a trois entrées
La forme (6.28)

t — Auvw + Buv -+ Cvw + Dwu + Lu - I'v + Gw -+ H
présente un grand intérét pratique, car elle décrit une case tabulaire
& trois entrées (cf. tableau 23) pour une fonction ¢ = F(u, v, w)
admettant une interpolation linéaire sur chaque variable.

Tableau 23

, ”
1 581 12y
[co 1o Ly

vy tiy t
i

Vg 12

La forme (6.28) peut étre considérée comme la généralisation de
la forme (6.20) qui décrit une case tabulaire a deux entrées dans
le cas d’une interpolation linéaire sur chaque variable.

La forme (6.28) peut étre représentée par des abaques de divers
types. L’abaque le plus simple est A échelles paralleles et a champ
binaire rectiligne. Voyons comment se construit un tel abaque.
Transcrivons la forme (6.28):

u (Avw + Bv + Dw + E) + t (—1) + (Cow + Fv+ Gw + H)=0.

En comparant 1’équation obtenue et la forme de Cauchy & champ
(6.22), on obtient

f, =u, f, =1, fsa =Avw+ Bv+ Dw+ L,
gos = —1, hgy = Cow + Fv + Guw + H.
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Les équations des éléments de 1’abaque s’écrivent :

échelle u:
z =0,
échelle t:
X = '1,
champ (v, w):
1

= Avw—~+ Bv+Dw+E—1°

y =u;
Yy = l;
y=— — (Cow 4 Fv - Gw 4 H)

Avw -+ Bv4-Dw-+-£—1°

Montrons que le champ (v, w) est composé de familles de droites v
et w formant des échelles projectives 1’une sur ’autre. En effet, en
posant w = w,, on obtient les équations de 1’échelle v

—1
a ZU—}—E !

Tt 5"

oud, B, CetD sont des constantes. En éliminant la variable v entre
ces équations, on obtient 1’équation de la droite
BC 5 C

v=(F-D)=+5
sur laquelle la famille projective de droites paralldles v définies par
I'une des équations de 1'échelle v détermine une échelle projective.
En faisant varier w,, on obtient une famille d’échelles projectives v.
En posant v = v, dans les équations du champ, on obtiendrait de
méme la famille des échelles projectives w. Donc le champ (v, w)
est effectivement rectiligne et les familles de droites qui le compo-
sent déterminent des échelles projectives 1'une sur 1’autre.

Si I'on dispose du tableau 23, on peut construire I’abaque sans
en calculer les éléments. Ceci étant, il n’est pas besoin de calculer
les coefficients des équations (6.28) correspondant au tableau 23.

Aprés avoir tracé les échelles métriques paralléles u et ¢ dans
les limites données, construisons les points (v, wy), (v1, wy), (Vy, wy)
et (vy, w,) par la méthode des intersections, en utilisant les données
du tableau 23. En joignant ces points par des droites, on obtient les
cOtés d’un quadrilatére qui contient le champ binaire (v, w). Ensuite
par la méthode qui a servi a représenter 1’abaque de la forme (6.20),
portons les points intermédiaiics sur les cotés de ce quadrilatére.
Les droites qui joignent les points de méme cote des cotés opposés
du quadrilatére sont les droites intermédiaires du champ binaire
(v, w). ‘

La projection de 1'abaque implique le choix des modules des
échelles métriques paralléles u et ¢, de leur sens, de leur disposition
I'une par rapport a l'autre. Si le champ (v, w) est peu maniable,
on peut étudier d’autres combinaisons des variables, par exemple
les combinaisons (u, w) et (u, v).

Pour appliquer la méthode exposée a la représentation de la
relation (6.28) par un abaque sur les intervalles u; << u << u,,
v, <KV Uy, Wy <L Ww< w, il faut calculer préalablement une
case tabulaire pour cette relation (tableau 23).

Exemple 38. Construisons un abaque du type considéré pour
une relation ¢ == /' (u, v, w) définie par le tableau 24 et admettant
une interpolation linéaire sur toutes les variables.

Tableau 24
Valeurs de ¢
w 0,20 0,21
u
700 800 700 800
v
|

9 1729 1774 1707 1761
10 1765 1808 1744 1796

Convenons que la variable cherchée ¢ varie par ’ex§és sur 1'in
tervalle 1700 << ¢t <C 1810. Tracons deux échelles métriques paral-

0,20

&

s

77
a4

7L

13
\
\
\
2
[
T

yadd
727

27
77

72

A

7z
72

T

SN oA
700 1700 o
Fig. 141. Abaque & points alignés pour la relation (6.28) dounée par le tableau 24

leles u et t, de méme sens, la premiére entre 700 et 800, la segonde
entre 1700 et 1810. Construisons ensuite par la .m'ethode des inter-
sections les quatre sommets du champ (v, w) et joignons-les par des
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droites sur lesquelles on portera les graduations intercalaires par
projection d’échelles métriques rectilignes auxiliaires (cf. construc-
tion de la figure 137). Menons les droites intermédiares dans le champ
binaire. L’abaque ainsi obtenu est représenté sur la figure 141.
La droite en pointillé correspond a la solution de I’exemple numé-
rique: u =730, v = 9,7, w = 0,204; réponse ¢ = 1760.

§ 6.13. Abaque a points alignés pour
la forme de Clark
Pour représenter la forme de Clark (6.15)
fi (@) fa (V) fs ) + U (W) + 5 (V)] g5 (W) + By (W) =0

introduisons les variables auxiliaires 4 et 5B

A = fif,, (6.495)
B =1 -+ fa (6.46)

‘On obtient alors 1’équation
Afs + Bgs + hy =0, (6.47)

.qui est de la forme de Cauchy (6.14). Elle peut étre représentée par
un abaque & échelles A et B, métriques et paralléles et a échelle w
curviligne.

Dans les équations (6.45) et (6.46), on considere les fonctions
f, et f, comme des variables indépendantes et on suppose qu’elles
sont racines de 1’équation du
second degré

f2—Bf+4 =0.

Mettons cette équation sous
la forme

A4 B(=f) +f =0.
(6.48)

L’équation (6.48) est de la for-
me de Cauchy (6.14) et peut
étre représentée par un abaque
dont les échelles 4 et B sont
paralléles et métriques et dont
I’échelle f admet pour support
une conique. La droite résol-
vante coupe 1'échelle f en deux
points f; et f,. Prenant en considération le fait que f; = f; (u),
fo = f, (), on peut, au lieu de 1’échelle f, construire les échelles
u et v. Elles auront un support commun, en l'occurrence une co-
nique.

0

Fig. 142. Schéma d'un abaque a points

o

alignés pour le systéme d’équations

(6.45), (6.46), (6.47)
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Superposant les deux abaques de telle sorte que les échelles A et B
coincident, on obtient un abaque dans lequel le systéeme d’équations
(6.45), (6.46) et (6.47) se résout par une seule application de la régle.
Le schéma est représenté sur la figurve 142. Les équations des élé-
ments de 1’abaque de ce systéme d’équations renfermant les para-
meétres de transformation s’écrivent:

échelle A :

z2 =0, y=m(d —a);
échelle B:
v =H, y=n(B —0);
échelle w:
—1Imf, —mn {@—bfy, -+~ %
n—mfy n—mf, !
échelle v:
_ — Hmf, y = — mn (@—bf4-13) .
n—mfy ? : n—mf, !
échelle w:
= Hmgg y= —mn(afg-+-bgq-Ng)

nfz-+mgy’ njg—+mgy
La projection de l’abaque consiste & choisir les parameétres 17,
m, n, a et b. Une fois les paramdétres déterminés, on calcule et on
construit 1’abaque. Les échelles auxiliaires 4 et B ne sont pas por-
tées sur 1l’abaque.
Si dans les équations précédentes on pose H =m =n =1,
a =b =0 et 1'on néglige les équations des échelles auxiliaires 4
et B, on obtient les équations suivantes des éléments de 1'abaque de
la forme de Clark:
échelle u:
- e
_r T

échelle v:

—f» e
v 1__/2 ) y= 1_,f2 ’

échelle w:

T = 83 Y= —hy
T st fs--83 °
D’ou l'on déduit 1’équation de Soreau pour la forme de Clark

el L

t—7 1—h .

—f =1 X
—h T Li=o0. (6.49)
83 -y 1

fstes f3t8s
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' L’équation (6.49) peut prendre une forme plus simple. En effet,
si 1’on effectue le changement de coordonnées

' x r__ Y
rTEazr Y =TT
les équations des éléments de 1'abaque s’écrivent:
échelle u:
z = .flv yl = j%
échelle v: '
2 =fy Y = f: )
échelle w:
r__ 83 ’ hy
x = -—
fs ? y I3

De 1a il résulte que les supports des échelles u et v sont les paraboles |

’
y =a'2

L’équation de Soreau pour la forme de Clark s’écrit désormais

f1 fi 1

2 2 1o (6.50)
— & Moy

fs fs

Exemple 39. Ramenons la forme (6.11) & la forme de Clark
et trouvons pour elle 1’équation de Soreau (6.49).
Mettons 1'équation (6.11) sous la forme de Clark

fIfz'O + (fl + fz)'1 -+ (‘—f3) =0.

L’é juation de Soreau s’écrit

—5 -1

=7 =5 |

—f  —fi |=0.
—f; 11

1 f; 1

Exemple 40. Ramenons la forme (6. 12) & la forme de Clark
et trouvons pour elle I’équation de Soreau (6.50).
Mettons la forme (6.12) sous la forme de Clark

fo (=f) 1 + (fs — fo):0 + f =0.

L’équation de Soreau s’'écrit donc

f2 13 1
—fs 13 1|=0.
0 fi 1
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Exemple 41. Ramenons 'équation (6.13) & la forme de Clark
et trouvons pour elle ’équation (6.50).
Mettons 1’équation (6.13) sous la forme de Clark

fife (“fa) + (f1 + .'fz)'i + f3 = 0.

L'équation de Soreau s’écrit donc:

oo
ooy,
1 S

w —t!

La forme de Clark & champ (6.24)
fy ) fa (V) faa (w, ) + lfy (@) + f2 V)] gs4 (w, 1) + hay (w, £) =0

est représentée par un abaque de facon analogue. On obtient les

Fig. 143. Schéma d’'un abaque A points alignés pour la forme f1fof34+ (f1+72) 832+
A hgy =

équations des éléments de l'abaque de cetle forme en remplagant
far g3 € Ry par fa, g3 et hag dans les équations précédentes de la
forme de Clark. La figure 143 représente 1’abaque de la forme de
Clark & champ.

§ 6.14. Abaque a points alignés pour une équation
compléte d’ordre nomographique quatre

L’équation compléte d’ordre nomographique quatre (6.21) peut
se mettre sous la forme plus concise

Lyofg 4+ M1285 + Nyghy =0,

LiZ: lof1f2+ lifx + lzf2+ l37
M g3 = mof o+ myfy +mafo +ms,
N yo = noffa+ nyfy 4 nalo 4 15

6.51)
ol
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Pour représenter 1’6 i 5
uation (6. : ' ‘
jour rer q on (6.51) par un abaque mettons-la sous
L12 frc . A'[m g
Ny Ty TN, 'E+1:O

et posons
Fr=a, (6.52)
‘\IIZ =f. (6.53)
On obtient alors 1'équation
%a.fr%zﬁJri:o, (6.54)

qui est linéaire en les variables auxiliaires ¢ et p.

Eliminons d’abord f, et i
r a L 7, et ensuite f; entre les équations (6.52
(6.53). Toutes réductions faites, on obtient les équations (linéa)irgg

en o et B
Iy . Gy ;
et
r, a G, 1 .
‘ e b1 =0, (6.56)
ou

Fi=(mn,— mony) f7+

‘ + (myny— mony -1- mgny — myltg) f1 - many — mong ;
Gy=(lony— Ling) 11+ (Igny — Ling + lyng — Lyno) f1 + Lyng — lsny;
Hy=(lymg—lymy) 2+ (Iymg— lomg +Limy — Lymy) £y ++ myly — myl,y ;
Fy= (monyg—mgn,) f3-+

4 (m3ng + mony —myny — mgng) fo -+ myn, — myng ;
Gy = (lgny— Lyng) 2+ (Long -+ Ling—lyng—lyng) fo -+ Ling— lan, ;
Hy= (Lymy— Lymy) 2+ (Lymy + Lymy— lomg—1ymy) fy+ lgmy — lym,.

En éliminant les variables o et § 6
. \ entre les équati 3.
(6.55) et (6.56), on obtient I'équation de Soreau sousqla fi)(;'nnfe (659,

G

;o |

Fy Gy

—= 22 1|
Hy, g, =0.
fa g3

By e |

Les équations des éléments de 1’abaque s’écrivent:
échelle u:
Iy G,

s=g Y=g

échelle v:

e G
=, YT,
échelle w:
o 13 — 2
xX = /7’3 ) _72;'

Les échelles u et v de 1’abaque seront portées dans le cas général
par des coniques, i.e. on aura un abaque du type de Clark. La conique
peut, dans un cas particulier, dégénérer en un couple de droites el
on obtient alors un abaque du type de Cauchy.

Exemple 42. Ecrivons 1'équation de Soreau pour la forme (6.20)
en la considérant comme un cas particulier de 1’équation (6.21).
Mettons 1'équation (6.20) sous la forme

(—1) w + (Auv)-1 -+ (Bu + Cv + D)-1 =0
et comparons avec la forme (6.51). Posons f; = u; f3 =v; fa = w;
gy = hg =1; Ly, = —1; My, = Auv; Ny = Bu -+ Cv+ D. D'ou
il suit que Iy =1 =1, =0; I =—1; my=4; m =my, =
—my =0; ng =0; ny =B; ny =C; ny = D. Les fonctions Fy,
Gy, Hy, Fyy Gy H, s’écriront
F, — —ABu* — ADu; G, =C; I, =—Au;

Fy, = —ACv* — ADv; Gy, =B; I, = —Av.
L’équation de Soreau s’écrira
!Bu+l) ——
B =0.
Co+D ——-1
w 1 1

On voit que les échelles u et v ont une conique pour support el que
I’échelle w est rectiligne.

L’équation compléte d’ordre nomographique quatre a champ
(6.27) peut &tre représentée de fagon analogue par un abaque. Pour
obtenir les équations-des éléments de l’abaque de cette équation,
il faut remplacer les fonctions fs, g3 et hg d’une variable par les
fonctions fs,, g4 et hg, de deux variables dans les équations des
éléments de 'abaque de la forme (6.21). L’abaque de I'équation
compléte d’ordre nomographique quatre A champ est représenté
pour le cas général sur la figure 143.
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Exemple 43. Trouvons 1’équation de Soreau pour la forme (6. 28)
en l'envisageant comme un cas particulier de 1’équation (6.27)
Mettons 1’équation (6.28) sous la forme

—t 4+ (Auww + Du + Cv + G) w + (Buv -+ Eu + Fv 4+ H)1 =0

et comparons avec l'équation (6.27). Il vient fy, =¢; g5 = w;
by =15 fL=u; fo=v; Iy =l =1, =0; I, =—1; my =A;
my =D; my =C; my =G; ng =B; ng =E; ny =F; ny, — H.
L’équation de Soreau s'écrit

RATGTY

o, o,
By G |=0,
i, T,

t w1

ol

I'y = (DB — AE) u* + (DF — CE + GB — AH) u + GIF — CH;
Gy, =Bu-+F; I =—Au — C;

Iy =(CB — AF) v® + (GB + CE — DF — AH)v + GE — DI ;
Gy =Bv—F; H, —=—Av — D.

4

Fig. 144. Schéma d’un abaque A points alignés pour la forme (6.28) envisagée
comme un cas particulier de la forme (6.27)

L’abaque est représenté sur la figure 144. Les échelles u et v ont
pour support une conique, le champ (¢, w) est constitué de familles
réguliéres de droites paralléles formant un réseau orthogonal.
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§ 6.15. Abaque a points alignés
pour la forme de Sorcau

Pour représenter la forme de Soreau (6.106)

. fi (W) 1o ()
fs (W) = F s o)

par un abaque, transcrivons-la comme suit

[381 — fi = —Js82 + 1

‘et introduisons la variable auxiliaire B

fs81 — fr = —[382 -+ fo = B.
Les équations obtenues peuvent encore s’écrire
a1+ B(—1)—f,=0, }
foga-t-B-1—[,=0.

Les équations (6.57) sont un cas particulier du systéme de deux équa-

(6.57)

tions du type de Cauchy

I\ Fy+ FoGy+ 3= 0, }
P+ G+ H, =0,

qui se représente par un abaque a simple alignement. Ici: F; = f,;
Fo =B; Fg =g1; Gy = —1; Hy = —f; Vy =g4; G, =1; II, =

114"‘

-
Les équations des éléments de 1'abaque du systéme (6.57), con-
tenant les parameétres de transformation, s’écrivent:

échelle w:

=0, y=m(fs —a;
échelle B:

r=H, y=n(B —0);
échelle w:

r— —Hm _ —mn(ag,—b—f;) .
T ngi—m? o mgy—m ’
échelle v:
_ Hm _ —mn(ago+b—1,)
T ngytm? y= nga-+m :

La projection de 1'abaque consiste une fois encore a projeter

BN

deux abaques a échelles paralléles du type de Cauchy et a déter-

:miner H, m, n, a et b. Lorsqu’on a.calculé les parameétres, on écarte

I'échelle auxiliaire B. Le schéma définitif de 1’abaque est celui
de la figure 145.

11—049
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Trouvons maintenant les équations des éléments de 1l’abaque.
Posons m =n=H =1, a= b = 0. Remplagons par ailleurs
les fonctions g; et g, par (g; + 1) et

(g5 — 1). Cette substitution laisse in-

¥
_ variante la somme g, + g, figurant au
dénominateur de la forme de Soreau
v v (6.16) ainsi que la forme
4 fym Dith
- TR BN A b
Les équations des éléments de 1’abaque
06 >

s’écrivent :
échelle w:
z xXr = O, y = f3;
Fig. 145. Schéma d'un abaque a échelle u:
points alignés pour la forme x=—1/g. "y = f/g;
_ L+t . . = !
fs g échelle U', .
z=1/gy y =18

L’équation de Soreau correspondant & la forme de Soreau (6.16)
s’écrit donc

1 4
81 g1 1 =0
LA
82 82

Les formes de Soreau a un et deux champs (6.25) et (6.26) se
représentent de fagcon analogue par un abaque. Pour obtenir les
équations des éléments des abaques, il faut remplacer les fonctions
d’une variable par des fonctions de deux variables dans les équations
précédentes.

§ 6.16. Abaques composés élémentaires
a points alignés

Dans la pratique on rencontre généralement des équations a
plusieurs variables. Elles peuvent &tre représentées parfois par des
abaques composés & plusieurs alignements. Pour les construire, on es-
saye, en introduisant des variables auxiliaires I, 1I, IlI, etc., de
décomposer 1'équation donnée en équations représentables par des
abaques a simple alignement. Ensuite on construit les abaques de
telle sorte que les échelles des variables auxiliaires viennent en
coincidence. Ces échelles sont rendues rmuettes (i.e. on ne dessine
que leurs supports). Examinons quelques cas typiques. Au chapitre
8 on verra d’autres cas d’abaques a points alignés.
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Exemple 44. Soit a représenter la forme (6.33)
fitfo=1+ fa
par un abaque.

En introduisant la variable auxiliaire I, on décompose 1'équation
(6.33) en les deux équations
fi+fa=1cet fo+fa=1

qui appartiennent a la forme (6.11). Représentons chacune de ces
gquations par un abaque a trois échelles paralltles telles que les

a @ CF] 2

-
@/ ~a
-

Fig. 146. Schéma d'un abaque composé ipoiuts alignés pour la forme f; 4
=15 fa

échelles I soient identiques dans les deux abaques. Ensuite super-
posons les deux abaques de telle sorte que les échelles I coincident.
On obtient 1'abaque composé de la figure 146.

~

Exemple 45. Soit & représenter la forme (6.34)

fl -+ fz = faf&-

Fig. 147. Schéma d'un abaque & points alignés composé pour la forme f; -+

-+ fo= lifs
En introduisant la variable auxiliaire I, on® décompose 1'équa-
tion (6.34) en les deux équations suivantes
fi+fa=1 f:;f&zl

appartenant respectivement aux formes canoniques (6.‘11)Lel; ‘(6.12)f
Représentons la premiére de ces équations par un abaque a trois
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échelles paralléles et la seconde par un abaque a deux échelles paral-

leles et une oblique de telle sorte que les échelles I soient identiques |
dans les deux abaques. Superposons les abaques de telle sorte que|
les échelles I viennent en coincidence. On obtient 1’abaque composé |

de la figure 147.
Exemple 46. Soit & représenter la forme (6.35)

i+ fe+1s="Fls

par un abaque.

En introduisant les variables auxiliaires I et II, on décompose|

I'équation (6.35) en les trois équations suivantes

f1+f2=17 [+ f3 =11,

II = fAfs-

T¥ig. 148. Schéma d’un abaque A points aligndés composé pour la forme f; + |

4 fo -+ fs = fufs
de la forme (6.12). L’abaque est représenté sur la figure 148.
@, a, a; @,
O -

R [

Fig. 149. Schéma d’un abaque d points alignés composé pour la forme fifs +1|

+ g2 = fafa

Exemple 47. Soit & représenter la forme (6.36)
fife + g2 = f5ha

par un abaque.

[ch. 6§
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En introduisant la.variable auxiliaire I, on décompose I’équa-
tion (6.36) en les deux équations suivantes

fife + g2 =1, 1 =fsf,

- qui sont respectivement des formes canoniques (6.14) et (6.12).
' L'abaque composé est représenté sur la figure 149.

§ 6.17. Abaques a points alignés i échelle
binaire

Dans la pratique on se sert trés souvent des abaques composés

- apoints alignés et des abaques & entrecroisement. Soit 1'équation  quatre

© variables
f1(w) g1 () 1
f2 (v) g2(v) 1]=0. (6.58)
F[f34 (U), t)] G[fs& (w’ t)l 1

- En introduisant la variable auxiliaire ¢, on décompose 1’équatiomn
- (6.58) en les deux équations suivantes

fi(w) gi(u) 1

fav) g @) 1|=0, (6.59)
F(az) G(a) 1
o= fu (v, ?). (6.60)

L’équation (6.59) peut &tre représentée par un abaque a échelles

. A points alignés et 1’équation (6.60) par un abaque & entrecroiscment.
‘Les deux premiéres équations sont de la forme (6.11), la troisiémef

Iig. 150. Schéma d’un abaque & points alignés & échelle binaire pour 1'équation

' La famille o étant arbitraire dans l'abaque a entrecroisement, on

peut la choisir telle que les lignes passant par les points de 1’échel-

- le o de 1'abaque a points alignés aient les mémes cotes que les points
~de I’échelle o. On peut alors les assembler en un abaque composé
- dont le schéma est représenté sur la figure 150.



166 CONSTRUCTION DS ABAQUILS A POINTS ALIGNES

L’abaque obtenu s’appelle abaque & points alignés a échelle binai- |
re. En toute rigueur, seule 1'échelle o est binaire, car en vertu de |
I’équation (6.60) ses points sont délerminés par les parameétres w et t |
Mais il est d’usage d’inclure la notion d’abaque & entrecroisement |

4
w
U 4
AP
e 0~ _ ¢

Fig. 151. Schéma d’un abaque composé A points alignés pour 1'équation (6.58)
constitué de trois échelles, d'un point fixe et d'un champ binaire, liés par un

double alignement

dans celle d’échelle binaire. La famille de lignes o peut étre rendue :

muette. L’échelle binaire est désignée par 1.

En guise de familles de lignes o et w, on prend souvent des famil-

les de droites paralleles formant un réseau orthogonal.

Si pour la famille de lignes a on prend un faisceau de droites, dont
on ne représente que le centre P sur la figure, on obtient un abaque |
composé & poinls alignés & double alignement qui est représenté surj.

la figure 151.
J.es formes suivantes

fyt fo =l |
fro fa + Ta8a = Ry =0, (6.62)
frofs + 13485 + hs =0, (6.63) |
frofas + fa8as + hys =0, (6.64)
frafse - f2a856 1 hos =0, (6.69) |
fo——ie, (6.66)|

qui sont d’un usage fréquent peuvent 8tre représentées par des aba-
ques A points alignés a échelles binaires.

A signaler que les formes (6.58), (6.61) & (6.66) peuvent &tre}
représentées par des abaques simples d’autres types. Les formesj
(6.58), (6.61), (6.62) et (6.66) peuvent 8tre représentées par exemple p
par des abaques simples a points alignés composés de deux champs}
binaires et d'un point fixe a simple alignement, puisque ces formes|
sont des cas particuliers de la forme ¢ (1, v) =1 (w, t), laquelle est}
susceptible d’&tre représentée par un abaque de ce type (cf. § 8.1). ¢

[ch. ¢ |

(6.61) }

CHAPITRE 7

TRANSFORMATION PROJECTIVE
D’ABAQUES

§ 7.1. Transformation projective générale
d’abaques

Si dans les formules (5.3) qui établissent un lien entre les coordon-
nées d’un point arbitraire de 1'abaque a points alignés de la relation
(4.8) avant et aprés l'introduction des paramétres de transforma-
tion on omet les barres qui surmontent les coordonnées, on obtient

r 01Tt a40y + g 1 1T+ a9 1 agg 7
PO e AT BRI e (7.1)
: ag1% gy +azz a3, % - agoy +a33
On suppose que les coefficients des équations (7.1) vérifient la con-
dition (4.13).

On supposera que l’ancien systéme de coordonnées zOy et le
nouveau z'O’y’ coincident et forment un seul systéme. Les formu-

les (7.1) définissent alors une trans-
formation du plan en lui-méme. A  YAY’

tout point A de coordonnées r et y oA'(z"y’)
ces formules associent un point A’ du

méme plan, de coordonnées =’ et y'.

La figure 152 représente les systé- oA(z;y)

mes de coordonnées rectangulaires
coincidants, les points 4 (z; y) et
A" (x5 y). 0’ z!

Les formules 7.1 sont appelées (© ' >
formules de transformation projective
du plan. En géomélrie projective, on
démontre que si on projette un plan
donné a partir d’un centre arbitrai-
re sur un autre plan, le nouveau plan
obtenu sur un autre & partir d’un nouveau centre et ainsi de suite,
et, enfin, le dernier plan sur le plan initial & partir d'un centre quel-
conque, les coordonnées de ce dernier avant et aprés la transformation
seront liées par la formule 7.1.

Une importante propriété de la transformation projective généra-
le est qu’elle applique une droite sur une droite. C’est pourquoi un
abaque & points alignés le restera par cette transformation, puisque
celle-ci conserve 1’alignement.

A

TFig. 152. Systémes de coordonnées

rectangulaires superposés zOy et

z'0'y’, un point 4 (z; y) et son
homologue 4’ (z"; y')
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Les huit paramétres essentiels figurant dans les formules de
transformation (7.1) étant arbitraires, on peut transformer quatre
d’entre eux non alignés trois A trois en quatre points arbitraires
du plan non alignés trois & trois.

I1 est recommandé d’utiliser cette méthode de donnée de la
transformation projective lorsqu’on veut que 1’abaque occupe toute
la partie utile du dessin. Pour cela on comprend la variante initiale
de 1'abaque dans un quadrilatére convexe 4,4,4,4, convenable ct
on l'applique sur le rectangle donné 4{A43s434;. Cet artifice risque
toutelois de nuire a la graduation des échelles ou a 1’allure des champs
binaires. Or, on ne peut se faire une idée définitive de la maniabili-
té de I'abaque qu’aprés avoir déterminé les paramétres de transfor-
mation, calculé et construit cet abaque.

Exemple 48. Transformons 1'abaque de la figure 153, a de telle
sorte qu'il occupe un rectangle de dimensions L X If sur la figu-
re 153, b.

Chéisissons sur la figure 153, a les sommets 44, 4,, 4;, 4, du
quadrilatére convexe A;4,4 34, qui contiendra 1’abaque. Appliquons
le quadrilatére 4,4,4,4, sur le rectangle A:A45434;, dont deux

& Ty ,
4 7
\'g -
vk 7
L
Fy 3
I\
Fox (.
A !
A $ Ay
o— / X
g > 0 >
a) 8)

Fig. 153. Transformation du quadrilatére limite en un rectangle dont deux cotés
coincident avec les axes de coordonnées: a) quadrilatére limite A;4,4.4,;
b) rectangle Ajds434;

cotés sont confondus avec les axes de coordonnées. Les coordonnées des
points avant et aprés la transformation sont indiquées dans le ta-
bleau 25.

En portant les valeurs des coordonnées du tableau 25 dans les
équations (7.1), on obtient un systéme de huit équations pour le
calcul des paramétres de transformation:

0= 11Ty 419y ;3 - (o1 Z1 - GoolY1 - Gog
a31%;+agoy; +azs ’

a3,%1+ gy +@ss ?
0= ay1%+ay9ya a3 H — A91%9~+ Aoo¥s + Aog
T @31Zs-tagoysags ? T agxytagolstagy ®
31Ty s2l2 33 31T 32Y2 33
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L= a11%3 1+ 219Ystays H = @123~ @a9Y3+aag
T ayay-tageystass a3 23+ agoy¥stass ’

I = @124 aroYstais 0= Q91 %g 4 Goolg 1~ Aa3
T @y tagyytass 43124+ agoYs+ags

Tableau 25

Fig. 153, a Fig. 153, b
Point ‘ x I y Point , x’ y’
A4 BN Uy A; 0 0
A, Ty Yo Ag 0 I
Ag xg Y3 Ag L H
4, . Ty Yy A} L 0

Dans la pratique il est plus commode de se servir d’une mé:thode
particuliére de transformation des abaques, découlant de la me’ghode-
de transformation des abaques & échelles paralléles pour des équa-
tions du type de Cauchy. Prenons (cf. §6.11) un point a‘rbitrau'e du
champ binaire (w, t) et écrivons ses équations dans le systéme d'e coor-
données 20y pour m =n =1, a =b =0 et pour une certaine va-
leur de H, et les équations du méme point dans le systéme z'0'y
aprés introduction des paramétres m, n, a et b et le méme H. On
obtient

_ Hgy, = hy (7_2).
r= faat 834’ d faatgss ’
= mllgyy T — mn (afsq "{“ bgsa—1-134) . (7.3)
nfzq+ mgsy’ nfgq— Mgaq

Dans les formules (7.3) on supposera que m et n sont des 'nombre.s-
algébriques. Des formules (7.2) et (7.3) on déduit lgs relations sui-
vantes entre les nouvelles et les anciennes coordonnées :

r_ mHz ! =
T (m—n)z+nl y

(@ —b) mnz -+ mnlly—amn H .
z (m—n) z-+-nl : (7'4)
Les formules (7.4) sont un cas particulier des formules (7.1). Ce qu'il
y a d'important dans ces formules, ,c’es't que le§ cing parameétres
qui y figurent admettent une interprétation géometrique snnplg qui
a 6té donnée pendant la construction des abaques a points alignés
du type de Cauchy a échelles parallél‘es. o '
Les formules (7.4) peuvent &tre appliquées a la transformation de
tout abaque & points alignés. La méthode a suivre est tres simple.
Aprés avoir construit l'esquisse de 1’abaque, tragons deux droites
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-en le segment 4144, le segment 434, en

paralleles a une distance H 1'une de 1'autre. Faisons coincider 1’axe
Oy du nouveau systéme de coordonnées 20y avec 1'une des droites
tracées. Choisissons ensuite les parameétres m, n, a et b comme dans
les abaques & points alignés du
type de Cauchy a échelles pa-
ralleles. Supposons par exem-
ple que pour améliorer 1'abaque
(cf. fig. 154) il faille appliquer
le segment 4,4, sur AiAj et
le segment Ag4, sur A34;.

Les paramétres m, n, a et b
se déduisent alors du systéme
d’équations

gl: m (—];1——@),

Vom m o —a),
L z -, —

00 > va=n(:—0),

Fig. 154. Transformation utilisée dans la ."/; =n(y,— b)s

.construction d'abaques & points alignés

pour la forme de Cauchy & échelles pa- - ol 51, ?2, —y-a et 34 sont les or-
ralleles: le segment A;4, se transforme données_ des points AB Ay, A,
le segment A34;

des points A3, A3, A3, Ai.
Reste maintenant & écrire les équations de 1’abaque transformé

.dans le systdme de coordonnées z'0’y’. Utilisons a cet effet les for-

mules

" mHz

p r (a—0) mnz-+mnHy —amnH
(mn—n)z-++nil’

Y= e
y (m—n) z-+nll ?

ol
Z =A -+ xcos ¢ + ysin @, y =B — x sin ¢ + y cos ¢.

Ici ¢ est I'angle orienté de rotation de 1’axe Ox (il est positif si la
rotation a lieu dans le sens contraire aux aiguilles d'une montre),
A et Bles coordonnées du point O dans le systéme de coordonnées z0y .

A titre d’illustration on a représenté sur la figure 154 un point
arbitraire 4 de coordonnées z et y (dans le systéme de coordonnées
z0y) ouz et y (dans le systéme zOy) et le point A’ de coordonnées z’

et 7’ (dans le systdme z'O’y’) image du point 4 par cette transfor-

mation.

Deux cas particuliers de la transformation projective générale - |

présentent un grand intérét pratique: la transformation affine et

et Ay, yi, ys, yi et yi celles’
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I’homologie. En appliquant plusieurs fois la transformation affine
et 1’homologie on peut ramener l'abaque & une forme commiode
3 l'usage. Considérons ces transformations particulicres.

§ 7.2. Transformation affine

Si dans les formules (7.1), on pose as = agy =0, agy =1, on
obtient des relations linéaires renfermant six parametres

' =ayx -+ aypy + @iy, Y =T + AgeY + G (7.5)
Les formules (7.5) sont parfois plus pratiques sous la forme
2 =a+uy @+ 0), ¥ =b+p, Gz+y. (7.6

Dans les formules (7.6) les paramdtres a, b, fy, Wy, O, et &, ont une
signification géométrique suggestive. La variation des paramétres @
et b se traduit par une translation de
I'abaque ; celle des parameétres p, et
py & 8, =0, =0, par une contraction
ou une élongation de 1'abaque dans le
sens des axes de coordonnées; celle des
paramétres 8, et 8, a valeurs fixes des
autres parameétres, par une translation
le long de ’axe Ox et Oy respectivement.

La translation le long de l’axe Ox
est définie par les formules

=z 48y, Yy =y

Pour y =0, on a 2" =z. Donc les points
de l'axe Oz sont invariants par cette
translation. Toutle droite passant par
un point de ’axe Ox se transforme en
une droite passant de nouveau par ce
point de l'axe Oz. La figure 155 re- Fig. 155. Translation le long
présente les images A’ d’un point 4 de de l'axe Oz
P’axe Oy et O'A’ de la droite O4. La
variation du paramdtre §, entraine un déplacement du point A’ sur
une droite parallele 2 1’axe Oz, puisque y =y’, quant a la droite 0'A’,
image de OA, elle pivotera autour du point O = O’. Le déplacement
AA" est proportionnel & 1’ordonnée du point 4, le coefficient de pro-
portionnalité étant le paramétre §,.

La translation le long de 1'axe Oy est définie par les formules

' =z, y=y-+ 8

Pour z =0 on a y’ = y. Donc cette translation laisse invariants les
points de I’axe Oy. Toule droite passant par un point de Oy se trans-
formera en une droite qui passera par le méme point. La figurve 156
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Ilig. 156. Translation le long de l'axe Oy
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Fig. 157. Translation du champ binaire orthogonal (u, v): a) champ de départ

(u, v); b) champ d’arrivée (u, v) par translation le long de 1’axe Oz} ¢) champ

darrivée (u, v) par translation le long de 1’axe Oy; d) champ d’arrivée (u, v)
apres introduction des deux paramétres de translation

représente le point A’, image du point 4, de l’axe Oz et la droite
0’A’, image de la droite OA. La variation du paramétre §, déplace
le point A’ sur une droite paralldle a l'axe Oy, puisque 2’ =z,
quant a la droite 0’A’, elle pivotera autour du point O = O’. Le
déplacement AA’ est proportionnel i 1’abscisse du point 4, le coeffi-
cient de proportionnalité étant le paramétre 6.
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Exemple 49. Considérons la figure 157 qui représente 1'effet
des parametres 6, et 8, sur la transformation des élémentsde 1’abaque.

La figure 157, @ représente un champ orthogonal (u, v) avant la
transformation défini par les équations * =u et y =v; la figu-
re 157, b, le méme champ aprés une translation le long de I’axe des
abscisses (2’ =u + O, y' =v); la figure 157, ¢ — le résultat
de la translation le long de 1'axe des ordonnées (2" = u, y' = 6,u +
+ v); la figure 157, d — le résultat de la translation le long de 1’axe
des abscisses et de 1’axe desordonnées (2 = u -+ 8, ¥y’ = S,u + v).

La transformation a six paramétres du plan en lui-méme (7.5)
ou (7.6) porte le nom de transformation affine. Le trait remarquable
de cette transformation est qu’elle conserve le parallélisme des droi-
tes. Les six paramétres étant arbitraires, on peut toujours appliquer
trois points quelconques non alignés du plan sur trois points quel-
conques du méme plan, non alignés également. En général, deux
points de 1’abaque sont laissés invariants, quant au troisidme, il est
choisi de fagon & améliorer 1’abaque image.

§ 7.3. Propriétés fondamentales de 1’homologic

Considérons 1'application suivante du plan a sur lui-méme. Soit
un plan auxiliaire arbitraire o’ et deux points quelconques Oy et O,,
non situés sur ces plans (fig. 158). A partir du point O, projetons
un point A du plan o sur un point 4, du plan o’. A partir du point
0, projetons 4; du plan o’ sur un point A4’ du plan c.

En effectuant cette opération pour tous les points du plan a,
y compris pour les points & l'infini, on applique ce plan sur lui-
meéme.

Un point & Uinfini est défini par une direction. Joindre un point
donné & un point a l'infini par une droite revient & mener par ce
point une droite paralléle a la direction donnée. Les points & 1'infini
constituent la droite de I'infini. C'est I'intersection de tous les plans
paralléles & un plan donné.

Cette application conserve 1'alignement des points. Donc clle
conserve les abaques & points alignés.

On voit sur la figure 158 que dans le plan o« sont invariants la
droite p d’intersection des plans et le point P ol la droite passant
par les centres de projection O, et O, coupe le plan c.

Cette transformation s’appelle komologie ou transformation pro-
jective. La droite invariante p est 1'axe d’homologie, le point invariant
P le pdle ou le centre d’homologie, los points A et A’ des points homo-
logues. Do la figure 158 il résulte que les points homologues et le
centre d’homologie sont alignés.

Considérons un autre exemple d’homologie. Soit donnés deux
plans a et o’ et un point O extérieur & ces plans (fig. 159). A partir
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du centre O projetons les points du plan « sur le plan «’, puis ame-
nons les deux plans en coincidence par rotation autour de leur droite
d’intersection p. Cette transformation des points du plan o est une
homologie d’axe la droite p et de centre le point en lequel tombent,
aprés coincidence des plans, leurs points d’intersection avec le rayon
passant par p et perpendiculaire au plan bissecteur de a et o'.
L’homologie est définie si 1’on connail 1’axe, le centre et deux
points homologues. On peut l'effectuer sur un plan sans recourir

0,3

Fig. 158. Application du plan ¢ surlui- ~ Fig. 159. Application du plan o sur
méme par projection A partir d’un cen- lui-méme par projection A partir d'un
tre O, sur un plan auxiliaire o’ et pro-  centre O sur un plan auxiliaire o’ et
jection de o’ a partir d’un centre O, superposition de o et o’ par une rota-
sur o tion autour de leur droite d’intersec-

tion

4 une construction dans 1’espace, en utilisant ses propriétés suivan-
tes qui découlent de la figure 153:

1) les droites passant par le centre d’homologie sont invariantes,
car elles possédent deux points invariants: le centre d’homologie
et le point d’intersection avec 1’axe d’homologie;

2) les droites ne passant pas par le centre d’homologie ne posse-
dent qu'un point invariant : le point d’intersection avec 1’axe d’homo-
logie, c¢’est pourquoi elles pivotent autour de ce point par cette
transformation.

Considérons quelques exemples de résolution de problemes types
que 1’on rencontre en se servant de 1’homologie.

Exemple 50. On donne l'axe d’homologie p, le centre d’ho-
mologie P, deux points homologues 4 et A4’, un point B. Construire
le point B’.

La figure 160 représente la solution du probléme dans le cas ou
les points 4, A’ et B ne sont pas alignés. Menons la droite PB et la
droite BA. Celle-ci coupe l’axe d’homologie en C. La droite PB
est invariante, puisqu’elle passe par le centre d’homologie. La droi-
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te CA est appliquée sur CA’, car le point C est invariant et 1'image
de A est A’. Le point B’ doit étre situé simultanément sur la droite
PR et la droite CA’, ¢’est donc leur point d’intersection. Pour cons-
truire le point B’ il faut donc construire trois droites.

La figure 161 correspond au cas ol les points 4, A’ et B sont
alignés. De méme que nous avons construit C, non aligné avec 4, A’

p

Fig. 160. Construction du point B’ Fig. 161, Construction du point B” dans le-
dans le cas ot les points 4, 4 et cas ot les points 4, 4’ et B sont alignés
B ne sont pas alignés

et B, construisons d’abord le point C’ et ensuite le point B’ en uti-
lisant les points homologues C et C’.

De la figure 158, on déduit que les droites paralleles & 1'axe d’ho-
mologie se transforment en droites paralléles & 1’axe d’homologie.
La droite de.l’infini se transforme en une droite paralléle a 1’axe.

Exemple 51. Soient donnés l'axe d’homologie p, le centre P,
les points homologues A et A’'. Construire la droite ¢, image de la
droite de l'infini q.

Les figures 162 et 163 représentent les solutions correspondant.
a deux positions différentes des points homologues A et A’. Choisis-
sons une direction arbitraire non confondue avec celle de AA’ et.
soit B son point a l'infini. Cette direction est indiquée par des {lé-
ches sur les figures 162 et 163. Joignons les points P et A par des.
droites au point a 'infini B, autrement dit menons par ces points
des droites paralléles & la direction donnée. Le point 5’ doit &tre situé-
sur la droite menée par le centre d’homologie P dans la direction du
point B et sur la droite CA’, image de la droite CA. Donc le point B’
est situé a la rencontre des droites PB et CA’. En menant par B’
une droite paralléle A I'axe d’homologie, on obtient l'image ¢’ de
la droite de l'infini q.

Exemple 52. Etant donnés ’axe d’homologie p, le centre P,
la droite ¢’, image de la droite de 'infini ¢, le point A, construire le-
point A’.
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§ 7.4] DEDUCTION DES FORMULES D’HOMOLOGIL 177

Ce probldme est I'inverse du précédent. Les figures 162 et 163 en
représentent la solution pour deux positions différentes de la droite
¢'. Prenons un point quelconque B’ sur la droite ¢’. Joignons P et B’
par une droite. A partir du point A tragons une paralléle a PB.

BI
7’
3 PO /1’
O A N
Y
v g’

Fig. 462. Construction de la

droite ¢' dans le cas ou elle est

située au-dessus de 1'axe d’ho-
mologie

Fig. 163. Construction de la

droite ¢’ dans le cas ou elle est

située au-dessous de 1'axe d’ho-
mologie

Elle coupera 1'axe p en un point C. Le point cherché A’ est le point
d’intersection des droites AP et CB'.

La position du point 4’ ne dépend pas du choix du point auxiliai-
re B’ sur la droite ¢’. En particulier, on peut prendre ce point tel
que la droite B’P soit perpendicu-
laire & 1’axe d’homologie.

Exemple 53. Etant donnés 1’axe
d’homologie p, deux couples de
points homologues A; et Aj, 4, et
A3 alignés, on demande le centre
d’homologie P.

La figure 164 représente la solu-
tion de ce probléme. Choisissons un
point quelconque B et cherchons son
homologue B’. Tracons a cet effet
les droites 4B et A,B jusqu’a leur
intersection C et D avec 1'axe d’ho-
mologie p. Le point B’ n’est autre
que le point de rencontre des droites
AiC et A3D. Le point cherché P
est situé a la fois sur 4,47 et BB’,
c’est donc leur point d’intersection.

En géométrie projective on démontre qu'en utilisant trois fois
1’homologie on peut transformer quatre points d'un plan non alignés

Fig. 164. Construction du centre
d’homologie P dans le cas ol sont
donnés 1’axe d’homologie p et deux
couples de points homologues ali-
gnés A; et A7, A, et 4,

trois a trois en quatre points quelconques du méme plan non alignés
trois 4 trois. Mais les constructions graphiques qui en résultent sont
compliquées. Il est bien plus suggestif de résoudre ce probléme com-
me suit: par la transformation affine (7.6) on applique trois points
en trois des points donnés, puis par deux
homologies on applique le quatriéme "
. 2 s R ’ e
point dans le quatriéme point donné. o]
Exemple 54. Exposons la marche a //’O/ !
suivre pour résoudre la deuxiéme partie 8
du probléme posé. Supposons (cf. fig. 165)
que les points A, B et C occupent déja la
position requise et qu'il faille appliquer
D' sur D. Tragons les droites BD' et CD.
Elles se coupent en D”. Adoptons la droi-
te AC pour axe d’homologie py, le point
B pour centre d’homologie, les points
D' et D" pour points homologues. Les
points 4, B et C sont invariants par cette
transformation, quant au point D', son
image est le point D”. Adoptons la droite
AB pour axe d’homologie p,, le point C
pour centre d’homologie, les points D"
et D qui sont alignés avec C pour points homologues. Les points
A, B et C sont invariants par celte transformation, quant au point D”,
gAY il se transforme en le point D.

D

1
I
¢
|
]
f'l\
2 -
! c

P2

Fig. 165. Utilisation succes-

sive de deux homologies pour

la‘transformation de D" en D,

les points A, B et C étant
{fixes

§ 7.4. Déduction des formules

g 8’ d’homologie

La déduction des formules
d’homologie repose sur la cons-
truction de la figure 162 qui repré-
sente la solution de I’exemple 52.
On choisira le point B’ sur la
droite ¢ de telle sorte que la droi-
te P B’ soit perpendiculaire a 1'axe
d’homologie. Disposons les syste-
mes superposés de coordonnées
20y et 2'0'y" (cf. fig. 166) de
telle sorte que l'axe Oz (O'z")
vienne en coincidence avec 1'axe
d’homologie et 1'axe Oy (O'y’)
passe par le point P. Reprenons
ensuite la construction de la figure 162 pour déterminer le point A’'.
Soient L la distance de P & l'axe d'’homologie, I la distance entre

12—049

Fig. 166. Figure construite d’aprés le
schéma 162 pour la déduction des for-
mules d’homologie
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les paralléles p et ¢’ (si ¢’ est situé en dessous de la droite p, algrs j
I < 0). Tracons les droites AC || Oy, A'D || Oy, AE || Oxz. Le point |
A’ est alors le point de rencontre des droites B'Cet AP.On a OP=L; }
OB =1:0C = EA =2; CA =y; OD =2'; DA' =y"; DC =

=FA —=x—2a'; FA' =y —y; EP =L — y. La similitude des §

triangles OB'C et DA’C entraine

OB DA’
oc — DC
ou B
N :
= |
La similitude des triangles EPA et FA'A donne
' EP _ FA’
EA ~ FA
ou
L—y _ ¥y —y (7.8) :
i T z—z : :
Des équations (7.7) et (7.8) il suit
' I—L)z ’ ly

eIy Y Ty

Les formules (7.9) qui sont un cas particulier des formules (7.1),
sont remarquables par la signification géométrique des paramétres |
L et l: L est la distance du centre d’homologie a 1’axe, ! la distance |

entre 1'axe d’homologie et la droite, image de la droite de 1'infini.
Lorsque L = 0 le centre d’homologie est situé sur 1’axe d’homologie.

De 1'équation (7.7) et de la deuxidme équation (7.9), on déduit les
formules suivantes pour la détermination du paramétre ! en fonc-
tion des coordonnées des points homologues 4 (z; y) et 4’ (z'; y'):

zy’
l=—, (7.10)
_ vV L—y
= (7.11)
La formule (7.10) n'a pas de sens pour z = 2’ = 0. Dans ce cas il "

faut se servir de la formule (7.11). Celle-ci n’a pas de sens a son
tour pour ¥ =y’ = L. On utilisera alors la formule (7.10). Les for-
mules (7.10) et (7.11) se complétent. Dans la pratique le parameé-

tre I est plus facile & déterminer graphiquement (cf. exemple 51).

Les formules (7.10) et (7.11) doivent étre utilisées dans les cas seu-
lement ou la droite ¢' déborde du dessin.

Les formules d’homologie peuvent étre déduites sous une forme
différente A partir des formules (7.4) en posant m =1, a =b =0.

(7.9 |
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On obtient j
. Hzx r nlly :

= (1—n)az+t+nH ? y= (1—n)z-tnll * (7.12)

Montrons que les formules (7.12) définissent effectivement une homo-
logie. Soit # = 0. Les formules (7.12) donnent alors 2’ =0 et y' =y,
i.e.1’axe Oy est invariant. Donc 1’axe d’homologie coincide avecl’axe
Oy. Par ailleurs pour z= H et y=0,

ona z'=1MH et yy=0. Donc le point yAy”

de coordonnées x = H et y = 0 est in-
variant, i.e. est le centre d'homologie.
La figure 167 représente la disposition
de 1'axe d’homologie p et du centre
d’homologie P correspondant aux for-
mules (7.12).

On remarque qu’a partir des formu-

les (7.12) on peut déduire les formules o’ sz
(7.9) par substitution de y & z, z a y, T, Y :{r &
y az',z ay et L a H. On obtient o ,
Lz Iig. 167. Disposition de 'axe
P . d’homologie p et du centre d'ho-
(1—n)y—+nL mologie P correspondant aux
r Ly formules (7.12)
Y =—0—myFnL * (7.13)

En comparant les formules (7.9) et (7.13) on déduit la relation sui-
vante entre les parameétres n, [ et L:
l1—L

n= 1

§ 7.5. Méthode d’application de I’homologie

Le probléme de 1'utilisation de 1'homologie se résout aprés la
construction de 1l'esquisse de l'abaque. Une analyse permet d’en
éliminer les défauts. On choisit ensuite sur I’esquisse 1'axe d"homolo-
gie, le centre et deux points homologues. Puis, par la méthode décrite
plus haut (cf. exemple 50), on construit point par point 1'esquisse de
I’abaque transformé. Si dans l'esquisse initiale les échelles sont
rectilignes, la construction est singuliérement simplifiée, car on
peut aussitot tracer la droite qui servira de support & 1'échelle trans-
formée. Cette construction définit les parameétres L et .

Si l'esquisse de l'abaque transformé est satisfaisante, on écrit
les nouvelles équations de ses éléments, on les calcule et on trace
ensuite un abaque de travail. Pour composer les équations de 1’aba-
que transformé il faut d’abord écrire les équations de ses éléments
dans le méme systéme de coordonnées que celui dans lequel sont
déduites les formules d’homologie (7.9) (1’axe Ox coincide avec 1’axe
d’homologie, 1'axe Oy passe par le centre d’homologie) et appliquer

12%
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ensuite les formules (7.9) pour les valeurs trouvées des paramétres L
et L

Plus bas on examine quelques exemples de résolution de problémes
types que 1’on rencontre lorsqu’on transforme les abaques par homo-
logie.

Exemple 55. On donne 'abaque & échelles paralléles u et v et
4 échelle curviligne w de la figure 168. Transformons-le de telle sorte
que les extrémités inféricures des échelles soient invariantes, que
la hauteur L de l’abaque ne varie pas, que 1’échelle v reste verticale
et ses extrémités invariantes, et, enfin, que 1'image du point A4 soit
le point A’

Pour axe d’homologic p prenons la droite passant par les extré-
mités inférieures des échelles u, v et w, pour centre d’homologie P

B,

ql

r ’

Fig. 168. Application de 1homologicd  Fig. 169, Application de 1’homologie &

la modification de la graduation d’une  ’obtention d’un abaque dont les échel-

échelle rectiligne moyennant une trans-  les remplissent le rectangle du dossin,

formation du point 4 enA4’, lesextré- moyennant une transformation du
mités de 1’échelle étant invariantes point 4 en A’

Pextrémité supéricure de 1'échelle v, pour points homologues les
points A4 ct A’. La figure 168 représente la construction des points C’
et D', du point B’ et de la droite ¢'. En mesurant la distance entre les
droites p et ¢’ on détermine le parametre /. Les points de 1’échelle
transformée v se construisent & I'aide des points homologues C et C’
ou D et D' (cf. exemple 50). On peut calculer le paramctre I par les
formules (7.10) ou (7.11). Sur la figure 168 on voit comment varie [
en fonction de la position du point A" ¢t inversement comment A’
se déplace lorsque [ varie.

Exemple 56. On donne l'abaque & échelles paralléles w et v et
A échelle curviligne w de la figure 169. Transformons-le de telle sorte

§ 7.5] METHODE D'APPLICATION DE L'HOMOLOGIE 184

que les extrémités inférieures des échelles et la hauteur L soient inva-
riantes, que 1’échelle u reste verticale, que l'origine el 'extrémité
de 1’échelle w soient situées sur une droite paralléle aux supports des
échelles u et v.

Prenons pour axe d’homologie p la droite qui passc par les extré-
mités inférieures des échelles u, v et w et pour centre d’homologie P
l'extrémité supérieure de 1'échelle u, pour poinls homologues les
points 4 et A’, ot A est I'extrémité supérieure de I’échelle w, A’ le
point de rencontre de la droite AP et de la droite passant parl’extré-
mité inférieure de 1’6chelle w parallélement aux supports des échel-
les u et v. Construisons B’ et la droite ¢’ (cf. exemple 51) & I’aide des
points homologues A et A’. La droite qui passe par B’ et par 'extré-
mité inférieure de 1'échelle v nous donne le nouveau support de cet-
te dernidre. Déterminons le paramétre [ en mesurant la distance en-
tre les paralldles p et ¢'. Le parametre I peut également &tre déduit
a partir des formules (7.10) ou (7.11).

Exemple 57. On donne l’abaque a trois échelles curvilignes
u, v et w de la figure 170. Les origines M, M, et M, et les extrémi-

V4

Fig. 170. Application de I’homologie i Uobtention d’un abaque dont les extré-
mités des échelles sont situées sur des droites paralléles, moyennant une trans-
formation du point Ny en Nj

tés N, N, et N, des échelles sont situées sur des droites qui ne sont
pas paralléles. Transformons 1’abaque de telle sorte que les droites
MM, et N.N, deviennent paralléles, et les points My, M; et Ny
restent invariants.

Prenons la droite M,N, pour axe d’homologie p, le point M,
pour centre d’homologie P, les points N et Nj pour points homolo-
gues, N5 étant le point de rencontre de la droite M 3N, et de la droite
qui passe par N, parallélement & MM ;. La construction des points
M} et N3 est représentée sur la figure 170. Le point N3 est 'inter-
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section des droites MgV, et NN3. On peut construire la droite ¢
3 Daide des points homologues N, et N3 (cf. exemple 51). Dans ce
cas la droite ¢’ et le centre d’homologie P seront situés de part et
d’autre de 1’axe d’homologie p. Le parameétre ! sera donc négatif. On

§ 7.5]
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échelle w:
z = 77,1,

y = 6,43w’

La droite en pointillé représente la solution de ’exemple numeé-

pourra le calculer également par les formules (7.10) et (7.11).
L’abaque transformé qui est représenté sur la figure 170 en
pointillé peut encore étre transformé sous réserve que les droites

MyN3 et M N, soient parallél

Hiluu’?

R

Fig. 171. Obtention d’échelles u
et v de méme échelon moyennant
un choix convenable du centre
d’homologie, de 1'axe d’homo-
logie ¢t des points homologues
(I'axe d’homologie coincide avee
1’échelle u, le centre d’homolo-
gie avec l'extrémité supéricure
de 'échelle v)

es et les points M, M4et N,invariants.
A cet effet il faut adopter la droite
MM 4 pour axe d’homologie, le point
N, pour centre et les points N3 et N
pour points homologues, le point N3
étant le point de rencontre de la droite
N;N3 avec la droite paralléle a M N,
qui passe par le point M.

Exemple 58. La figure 171 repré-
sente 1’abaque de la relation
t ., 1 1
v e
construit d’aprés la méthode décrite
au § 6.4. Les. échelles u et v sont sy-
métriques par rapport a 1’échelle ver-
ticale w. Les extrémités supérieures des
échelles sont situées sur une horizon-
tale, les extrémités inférieures sur une

oblique. Transformonsl’abaque de telle
sorte que les supports des échelles extrémes soient invariants et la
longueur de 1’échelle de droite égale & celle de 1'échelle de gauche.
Le probléme est résolu si I'on se donne 1'homologie de la fagon
suivante. On prend pour axe d’homologie p le support de 1'échelle u,
pour centre P ’extrémité supérieure de 1'échelle v, pour points homo-
logues 4 et 4’ 'extrémité inférieure de 1'échelle v et le point d’inter-
section du support de cette derniére avec la droite horizontale passant
par 'extrémité inférieure de 1’échelle wu.

Exemple 59, La figure 172 représente un abaque de la formule
w?=u? - v?

sur les intervalles 0 <Cw << 3, 0 <<v <4, 0<<w<<h. Les équa-
tions de ses éléments sont:
. échelle u:

z =0, y=18u?;

échelle v:

z =120, y = 100%;

rique: u = 1,2, v=2,9; réponse w = 3,14. On constate que 1’échelle

v Yl
3 5 — &
u ] w E - U
— 4.5 -
B - 3,5
25 - -
. o .
] ;i ;_:3
] sk
2 — E // -
4 - F25
i //1:—..3 -
] // C =
- ~ | =
7 P - =
1,5 - T 2
— - - -
= 2 -
s - B
1 1 I x
g Eo -4L0——>
0 0 x

Fig., 172. Abaque & points alignés et échelles paralléles poui‘ la formule w? =
= u? 4 2

w différe nettement d’une échelle métrique. Transformons l”ab'aque
de telle sorte que 1'échelle w soit proche d’une échelle métrique.

Faisons coincider 1'axe d’homologie avec 1'axe Oz. Placons le
centre d’homologie au point coté 5 de 1’échelle w. On trouve L =
= 6,43 (52 — 0?) = 160,7 mm. Ecrivons les équations des éléments
de 1’abaque dans le nouveau systéme de coordonnées zOy, oul'axe Oy
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est confondu avec le support de 1’échelle w et ’axe Oz avec 1’axe |

d’homologie :
échelle u:

z=—T771, y=18u2;
échelle v:

z=142,9, y=10p2;
échelle w:

;;:01 _.1;26,4311)2.

] _Il reste maintenant a choisir les points homologues. Si I’échelle w
était métrique, le point de cote w = 2,5 se trouverait au milieu de

]

¥

(8,1
p

=~

A\

L[“LH[[III{IIH]HIIl

o N\
T

rrprTTT

19

B

Fig. 173. Abaque & points alignés a échelles rectilignes concourantes pour la
formule w? = u? + v?, déduit de 1'abaque de la figure 172 par une hor};mlogie
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1’échelle et aurait pour ordonnée 0,5L = 0,5-160,7 = 80,3_mm.
Exigeons que le point de cote w = 2,5 et de coordonnées z = 0
et y = 6,43.2,56% = 40,2 mm ait pour image le point =0,y =
= 80,3 mm. Pour déterminer la valeur correspondante du paramétre
appliquons la formule (7.11) qui s’éerit ici:
Y (L—_J) .
y'—y
On a L = 160,7 mm, y = 40,2 mm, y' = 80,3 mm. Il vient

1= 80:3U60,7—40,2) _ 944 3 1y,

180,3—40,2
Les formules d’homologie (7.9) s’écrivent
‘o (241,3—160,7) = _ 80,6z
241,3—160,7+y 80,64y’
/ 241,3y 24,3y

Y = i3—160,7+5 80,64y
Les équations des éléments de 1’abaque transformé s’écrivent dans
le systéme de coordonnées z'O'y’:

échelle u:

o 80,6(=77,1) . 241,3-18u?
= 780,684 * = 780,61 1822 °
échelle v:
o 80,6-42,9 . 241,3-1002
= 80,6102 * Y T 780,61 100% °
échelle w:
2 80,6-0 . 241,3-6,43u*

= 80,646,430% * Y T 80,616,43u0"

L'abaque correspondant est celui de la figure 173. L’échelle w s’est
améliorée : elle est devenue plus proche d’'une échelle métrique. La
ligne en pointillé représente la solution du méme exemple numérique
que celui de 1'abaque de la figure 172.




CHAPITRE 8

ABAQUES A ENTRECROISEMENT COMPOSES
ET LEUR TRANSFORMATION
EN ABAQUES D’AUTRES TYPES

§ 8.1. Abaques a entrecroisement composés
pour équations a quatre variables
et leur transformation en d'autres
types d’abaques

Parmi les équations A& quatre variables
u, vy w, t) =0 8.1)

celles qui se rameénent

a la forme
o (u, v) =9 (w, ) 8.2

présentent un grand intérét pratique. La méth 6 i
€ n gr . hode de représentation
de ces équations par un-abaque est la suivante. En intro}:iuisant une

Pig. 174 p ) N .
g. 174, Schéma d'un abaque composé & entrecroisement pour I’équation

D (u’v U) = w (w, t)

‘'variable auxiliaire ¢, on rem

Stivontos place 1 gquation (8.2) par les équati.ons

® (V) = (8.3)
Y W, 1) = o (8.4)

Choisissons (cf. fig. 174) une famille arbitrai i
- fig. 174) une raire de lignes « et coupons-
la par deux familles arbitraires de lignes w et ¢ en exigeant seulelljnent

qu’elles forment les réseaux (o, ) et (o, £) avec les lignes a. Dans I

ces réseaux construisons les familles v et w i 1’aide des é i

(53 ot (3.4) es equations
9 1 ~

; L’abaque obtenu s appglle abaque & entrecroisement composé. 11 est

ormé de deu); abaques a entrecroisement admettant une famille

commune de llgnes de la variable auxiliaire «. Il n’est pas néces-

saire de connaitre les cotes des lignes « lorsqu’on se sert de cet abaque.
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. Clest pourquoi la famille de lignes a peut étre muette ou constante.

Cette famille s'appelle famille de lignes de liaison.
La clef de 1'abaque est représentée sur la figure 175. Pour déter-
miner ¢ d'aprés des valeurs données de u, v et w, on trouve le point

f‘_ de rencontre des lignes u et v possédant ces cotes. Par ce point passe

une ligne de liaison o, dont 1'intersection avec la ligne donnée w

¢ w

214
TFig. 175. Clef de 1'abaque de la figure 174

donne le point cherché. La cote de la ligne ¢ passant par ce point
fait connailre la réponse t. On résout les autres problémes de fagon
analogue.

Le choix des familles de lignes a, u, ¢ étant arbitraire, on prend

‘en général des familles régulicres ou logarithmiques de droites paralle-

u ' ¢
/{/ v U)Q\
» //// NN
& — - : \\ @
/1/ NN
[ ~ AN

Fig. 176. Schéma d'un abaque composé & entrecroisement pour I’équation
@ (u, v) = P (w, t), constitué de deux familles de courbes et de trois familles de
. droites paralléles

Jes, telles que les droites u et ¢ soient perpendiculaires aux droites a.

On obtient ainsi un abaque formé de¢ deux familles curvilignes et
" de trois familles de droites paralldles (fig. 176).

-

Si I’on sait que 1’équation (8.1) peut étre ramence a la forme (8.2)
il n'est pas nécessaire d'expliciter les fonctions ¢ et P dans les équa-
tions (8.2) pour construire 1’abaque. Dans ce cas on le trace de la
fagon suivante [68]. On se donne des familles arbitraires u, ? et o
“comme sur la figure 176. On n’inscrit pas les cotes des droites hori-
“zontales .. On coupe la famille de droites u par une ligne quelconque,
une droite par exemple, et on lui affecte la cote vy. Les droites u dé-
‘terminent sur elle une échelle u, qui, & son tour, gradue les droites
horizontales en u. On' obtient en définitive le réseau orthogonal
(u, t) (fig. 177, a) constitué de droites horizontales u et de droites
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verticales ¢. Construisons dans ce réseau la famille de lignes w A ’aide

de 1'équation
F (u, vg, w, t) = 0.

(8.9)
On obtient 1'abaque & entrecroisement de cette équation. Choisissons |

une ligne quelcongue w,. Les droites ¢t y découpent une échelle t
qui gradue les droites horizontales en t. Donc on obtient de nouveau

Y% ¢ 0, W, ¢
u“/ . /O\OU
e N
D% o TS N
AmEE ¢

a) 4)

i

Fig. 177. Construction d'un abaque du type de la figure 176 pour 1’équation

] y /0 a forme @ (u, v) = (w, ):
a) mise en place du réseau auxiliaire (u, t) & l'aide de la dql)‘oitzz v?,; b)[n(xis,e e)n

F (u, v, w, t) = 0 sans réduction préalable a 1

place du réseau auxiliaire (u, ) & I'aide de la ligne w,

un réseau orthogonal (u, ?) (fig. 177, b) constitué de droites horizon-
tales ¢ et de droites verticales u. Tracons dans ce réseau la famille v

a l'aide de 1’équation
F(u, v, wy, t) == 0. (8.6)

O'nlobtient I'abaque & entrecroisement de cette équation. En défi-
nitive on aboutit a 1’abaque de la figure 176.

, Dar}s le cas oil.l”équation (8.1) ne se raméne pas i la forme (8.2)
I’algorithme étudié conduit & un abaque approché qui sera exact

&

P Ul/u wwt ; “ U £
AI 1l l\ /

[

Fig. 178. Clef de 1’'abaque de la figu-

Fig. 179. Clef du dual de I’
o 170 g el du dual de 'abaque de

la figure 176

pour v = v et w = w,, i.e. ne sera exact que pour les deux cas parti-
culiers des équations (8.1) — les équations (8.5) et (8.6) — & 1’aide
desquelles il a été construit.

'Soit a chercher le dual de I’abaque de la figure 176. Dans sa clef
qui est représentée sur la figure 178, désignons par I le point de
rencontre des lignes u, v et o et par II celui des lignes w, ¢ et o.

Une transformation corrélative (cf. fig. 179) fait correspondre aux
points T et II deux droites résolvantes I et 1L qui se coupent en un
point o, image de la droite . La droite u se transforme en un point
u de la droite I, la courbe v en une courbe v tangente a la droite I,
la droite t en un point ¢ de la droite II, la courbe w en une courbe w
tangente a la droite 1I. En définitive on obtient un abaque composé

& points alignés & trois contacts ponctuels et a deux conlacts tangentiels
- {tig. 180). Dans cet abaque

I’échelle o peut Ctre cons-
tante. L’une quelconque des
grandeurs u, v, t el w se trou-

ve par une double applica-
tion de la regle.
Les familles de droites a,

~u et t étant choisies arbi-

trairement dans 1’abaque &
entrecroisement de la rela-
tion (8.2), on conclut que

? YN N

] ;\\ 16/ X ¢
g % P
:L//f\ A O
v N

—~

dans ’abaque dual on peut
choisir de fagon tout a fait
arbitraire les échelles a, u et
t. Les lignes v et w peuvent
étre construites d’apres des

[ -

Fig. 180. Schéma du dual de 'abague dela

figure 176

‘\ exemples a D'aide des équations (8.3) et (8.4). L’échelle o peut

rester constante. L’abaque sera commode d l'usage si les familles
de lignes seront disposées dans une bande étroite et ne présenteront
pas de points de retour et de point d’inflexion.

Les familles de lignes de liaison o étant arbitraires dans I’abaque
3 entrecroisement de la relation (8.2), on est libre de les prendre
sous la forme d'un faisceau de droites de sommet P ou d’une famille
de cercles concentriques de centre le point P. Sil'on ne conserve que
les centres P, on obtient les abaques des figures 181 et 182. Le mode
d’emploi des abaques est trds simple. L’abaque de la figure 181
exige une simple application de la régle, celui de la figure 182 une
simple ouverture de compas.

Comme dans le cas précédent, on peut se poser la question de
savoir de quelle forme doivent étre les équations (8.3) et (8.4) pour
que ’abaque 2 entrecroisement composé soit rectiligne. 1l est aisé
de voir qu'une condition nécessaire est que ces équations se rameénent
a la forme

fr(w) gi(w) 1 fl@) g 1
f20) g 1|=0, |f:(w) g W) 1]=0. 8.7
f@) g(@) 1 @) g 1

Dans ce cas les

équations des familles de droites de 1’abaque s’écri-
vent :
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droites w:
hwz+ g Wy+1=0

droites v: , ’ w ¢
a@Wa+ g (v)y+1=0; ‘, ‘ 0 é;

droites o: \

fla)e+g(@y+1=0; : : @ a
droites w: : M
s e+ gwy+1=0; *

droites t: ' 0 -

fa®z+g @)y +1=0. : z

Fig. 183, Schéma d'un abaque composé rectiligne a entrecroisement pour les
équations (8.7)

L’abaque est représenté sur la figure 183.
Son dual est un abaque & double alignement composé des échelles g
curvilignes u, v, w, a et f. Le schéma est représenté sur la figure 184.

g

u w ;
: . /’—i\\ ,' u 1 _ \LU ¢
-, X t | >~ T
v o7 ¢ : ' - =~
-9 ‘
0P ‘

: . e

Fig. 181. Schéma de 1’abaque a points  Fig. 182. Schéma de 1'abaque & points |} 09 z

alignés pour 1'équation ¢ (u, v) = équidistants %our I’équation ¢ (u, v)=

=1 (w, t) obtenu en remplagantle fais- = 1 (w, &) obtenu en remplacant le Fig, 184. Schéma d'un abaque 2 points alignés composé, dual de 1'abaque de

ceau de droites o par son centre P dans  faisceau de cercles concentriques ¢ par | la figure 183

I'abaque A gentrecroisement de cette son centre P dans l'abaque & entre- |
équation * croisement de cette équation

74
Clest l'abaque a échelle a points alignés le plus général pour une rela- } @ 8

tion a quatre variables. Pour trouver la forme de la relation représentée,
il faut éliminer la variable auxiliaire « entre les équations du systéme

(8.7%-1 dans les équations (8.7), on remplace toutes les fonctions d’une | =~

variable par des fonctions de deux variables, on obtient un systéme | z, -

de deux équations
Fia (o, o)  gro (@1, @)
fau(@sy @s)  Gau (23, Otg)
fs (o, o) gs (o, as)
fs(a, a5)  gs(o, as)
fer (as, 1)  ger (oo, 0t7)
fso (o8, @o) gso (g, o)

Fig. 185. Schéma de 1’abaque composé a double ali%Qement le plus général pour
les équations (8.8), obtenu par généralisation de 1’abaque de la figure 184

(8.8)

S e S R e
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liant neuf variables «;, a,, ..., @y et la variable auxiliaire a.
L’abaque est représenté sur la figure 185. La famille de lignes attri-
buée a la variable auxiliaire @ n'a pas été portée sur 1’abaque. La
relation représentée par l’abaque s'obtient par élimination de la
variable auxiliaire o entre les équations du systéme (8.8). Cette
relation ne peut Gtre explicitée que dans quelques cas particuliers.

L’abaque obtenu est 1'abaque & points alignés & double alignement
le plus général (abaque & champ unaire).

§ 8.2. Abaques a entrecroisement composés
pour équations a cingq variables
et leur transformation en d’autres
types d’abaques

Pour qu'une relation a cing variables soit représentable par un
abaque a entrecroisement composé, il faut la décomposer, en introdui-
sant deux variables auxiliaires, en trois équations a trois variables.
La forme la plus générale d’équation représentable par cet abaque est

s=P(t O w, ¢ (u, v)). (8.9)

En introduisant les variables auxiliaires o et B, on décompose
'équation (8.9) en trois équations

P (LL, U) =a, O (wa O‘) - {37 s=P (t7 B)° (810)

Prenons les familles arbitraires des variables auxiliaires o et B
telles qu’elles forment un réseau («, B). Puis faisons couper la famille
de lignes o par une famille arbitraire de lignes u et la famille de
lignes B, par une famille arbitraire de lignes s (cf. fig. 186). Construi-
sons dans les réseaux (c, u), (&, B) et (B, s) les familles de lignes v,
w et ¢ a l'aide des équations (8.10). Aprds la construction des abaques
on peut rendre muettes les familles de lignes a et p en omettant leurs
cotes. Lilles portent de nouveau le nom de familles de lignes de liaison.
La clef de 1'abaque est représentée sur la figure 187.

Les familles de lignes u, «, B et s étant choisies arbitrairement,
on peut les prendre sous forme de familles de droites paralléles suc-
cessivement perpendiculaires 'une & 1’autre. On obtient 'abaque
de la figure 188. La famille de paralltles o fait un angle de 45°
avec 1’horizontale, la’ famille u un angle de 135° etc.

On peut omettre de tracer les droites paralldles o et B (cf. fig. 189),
mais il faudra alors lire cet abaque avec un 16 et une équerre équila-
tére (cf. fig. 190). L’abaque peut &tre orienté sur une planche i des-
sin & I'aide des familles de droites paralléles u ou s. Le mode d’emploi
est alors le suivant. On trouve le point de rencontre des lignes données
u et v et on applique sur lui le coté gauche de 1’équerre. On note le
point d’intersection du coté gauche avec la ligne donnée w. Puis
on applique le c6té droit sur le point repéré et au point d’intersection
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’, Fig. 186. Schéma d’un abaque composé & Iig. 187. Clel de ’abaque de la

entrecroisement pour 1’équation (8.9) ligure 186

" Fig. 188. Schéma d’un abaque compo-  Fig. 189. Schéma de I"abaque pour I’équa-
s A entrecroisement de I’équation  Llion (8.9), déduit & partir de la figure 1883
£ (8.9), constitué de quatre familles de  par suppression des droites paralléles at-
* droites paralldles u, o, P, s alternati-  Lribuées aux variables auxiliaires a et f

vement perpendiculaires 1'une a l'au-

“ tre, et de trois familles de courbes v,

w et t

A | . | |

Fig. 190. Application d'une plan‘che, d’un té ot d'une équerre équilatére a la
lecture de 1'abaque de la ligure 189

13-049
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du cété droit avec la ligne donnée ¢ on lit la réponse s. Cette méthode
est trés commode dans le cas ou les calculs sont nombreux.

On peut remplacer le té et 1'équerre par une feuille de papier trans-
parent sur laquelle on aura porté deux droites perpendiculaires a et i
leur point d’intersection M et une droite horizontale directrice ¢,
faisant avec « et f un angle de 45° et 135° respectivement. Dans la
partie inférieure de 1'abaque de la figure 189, il faut tracer la famille

w
) M
t

s

AN V

\\
Al Vd

a Ve
________________ 2 0
a) b)

Fig. 191. Schéma d'un abaque & transparent orienté déduit de la figure 188:
: a) fond; b) transparent

de. droites horizoniales directrices a qui font avec les droites u et s |

les angles de 135° et de 45°. On obtient l'abaque de la figure 191

qui rentre dans la classe des abaques & transparent orienté. Il est consti- :

tué d’un plan fize ou fond (fig. 191, a) et d'un plan mobile ou transpa-
rent (fig. 191, b). Pour déterminer s & l'aide de ’abaque de la fi-
gure 191, on fait glisser le transparent sur le fond de telle sorte que
la droite a, soit paralldle aux droites a, que le point M tombe sur la
ligne donnée w et la droite a passe par le point donné du champ
binaire (u, v). La réponse s est la cote de la droite s qui passe par
le point de rencontre de la droite P et de la ligne donnée Z.

L’abaque dual de celui de la figure 188 sera constitué des échelles
paralldles u, «, P, s et d’une famille d’arcs v, w et ¢. Il est repré-
senté sur la figure 192. La lecture de la réponse s implique trois appli-
cations de régle. Comme dans le cas précédent, les échelles rectilignes
paralléles, leur direction et leur disposition sont arbitraires. Les
familles de lignes v, w et t peuvent &tre construites d’aprés des exem-
ples 4 l'aide des équations (8.10).

Prenons maintenant les familles de lignes o et  sous forme de
faisceaux de droites dont on ne représentera que les sommets P, et P,.
On obtient alors un abaque & points alignés & double alignement
(fig. 193) qui généralise celui de la figure 89.
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u z P s
1A .
i m L
A Q r s
. /\U AN w e ¢ //1_
] /1 \K\ P’f B
] /\,/ /\\ /f\ -
:L /{\ ™\ n i
_<’ /'\ N\ mn R
1 A N e '

Fig. 192. Schéma de 1'abaque composé a poinls alignés a trois contacts tangen-
tiels et quatre contacts ponctuels pour 1'équation (8.9), dual de I'abaque do la
figure 188

Fig. 193. Schéma de ’abaque composé a points alignés pour 1%quation (8.9),
obtenu en remplagant les faisceaux de droites o et f§ par leurs cenlres Py et Py
dans 1’abaque & entrecroisement de cette équation

0

04 04

Fig. 194. Schéma de 1’abaque composé & points équidistants pour 1’équation
(8.9), obtenu en remplagant les faisceaux de cercles concentriques o et  par
leurs centres Py et P, dans l’abaque A entrecroisement de cette équation

13*
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Si pour familles de lignes o et f on prend des familles de cercles
concentriques, dont on ne représentera que les centres Py et Py,
on obtient un abaque & points équidistants résolvable par deux ouvertu-
res de compas (fig. 194) généralisant celui de la figure 90.

§ 8.3. Abaques A entrecroisement en chaine
pour équations a plusicurs variables
et leur transformation en d’autres
types d’abaques

Modifions les notations des variables et des fonctions dans 1'équa-
tion (8.9). Désignons u par oy, v par o, ete., ¢ par f,, @ par fzet P
par f,. L’équation (8.9) s’écrit alors

a; = fq (@ f5 (03, [r (0, %)))-

Elle se généralise facilement 3 un plus grand nombre de variables.
Ainsi dans le cas de six variables on aura

og = f5 (05 fa (Qas [ (g, [o (s ay))))- (8.11)

La figure 195 représente quatre abaques de 1’équation (8.11) obtenus
par des raisonnements analogues A ceux effectués pour la représen-
tation nomographique des formes (8.2) et (8.9).

La comparaison des abaques des figures 192 et 193 et 195, b, ¢
permet de tirer une importante conclusion pratique, a savoir: les
abaques & points alignés et fixes impliquent une application de régle
de moins que les abaques & points alignés & contacts tangentiels.
Les abaques a entrecroisement du type de celui de la figure 195, a
sont appelés abaques en chaine.

Dans le cas de n variables, on obtient la forme

o fa(og, o)) ... - (8.12)
N —

n—3

Ap = fn—-i (an—ls fn—‘z (an—z-: ..

L’abaque 3 entrecroisement en chaine de 1’équation (8.12) qui,
pour n pair, est analogue & ceux des figures 188 et 193, a, est repré-
senté sur la figure 196. Si dans cet abaque on remplace les familles
de lignes a, et a, par des échelles verticales et qu’on ne marque pas
la famille de lignes de liaison, on obtient l'abaque de la figure 197,
sur lequel est représentée la ligne polygonale résolvante. Ces segments
font avec I’axe Oz des angles de 135° et 45° et un angle de 90° entre
eux. Comme plus haut (cf. fig. 190), pour construire la ligne poly-
gonale résolvante on peut se servir d’un té et d’une équerre équila-
térale.
L’'équation

fa=fH+ o+ ..+ fam (8.13)
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Fig. 195. Schémas d’abagues pour 'équation (8.11): «) a entrecroisement en
chaine; b) & points alignés a quatre contacts tangentiels et cing contacts ponc-
tuels; ¢) & points alignés & trois points fixes Py, Py et Py; d) & points équidistants
A trois centres fixes Py, Py et Pg
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§ 8.4] ABAQUES A ENTRECROISEMENT RAMIFIES 499

est un cas particulier important de la relation (8.12). L'abaque de
I’équation (8.13) s’obtient trds facilement puisque dans le schéma
de la figure 197, les familles de lignes o,, g, . . ., On-gy Un

7

Fig. 196. Schéma d’un abaque & entrecroisement en chaine pour 1'équation (8.12)
avec n pair
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Iig. 197. Schéma de 'abaque pour 1’équation (8.12), obtenu en remplagant

dans 1'abaque de la figure 196 les familles «; ¢t ap par des échelles verticales o,

¢t o, ot en supprimant les familles de droites paralleles attribuées aux variables
auxiliaires

se transforment en familles de droites paralléles aux échelles o, et a,.
Dans 1’article [69] on propose une méthode trés simple de construction
de tels abaques pour des relations de la forme (8.13).

§ 8.4. Abaques A entrecroisement ramifiés
pour équations a six variables
et leur transformation en d’autres types d’abaques

Outre les abaques A entrecroisement en chaine qui sont des types
simples d’abaques & entrecroisement composés, il existe des abaques
& entrecroisement ramifiés. Un abaque a entrecroisement composé
est dit ramifié si parmi les abaques & entrecroisement simples qui
le composent il en est qui sont A trois familles de lignes attribuées
aux variables auxiliaires. I1 est impossible d’indiquer la forme cano-
nique la plus générale pour un abaque & entrecroisement ramifié
liant » variables. Mais cette forme existe pour les relations & six

variables. Elle s’écrit
fro = I (faas Tso)s (8.14)

.

oll
frz = fiz (1, @), foa=Tau (@3, @4)s  fs6 = 56 (ot )
Pour représenter I’équation (8.14) par un abaque & entrecroisement
ramifié il faut, moyennant l’introduction de trois variables auxi-
liaires o, [ et y, la remplacer par

le systéme de quatre équations

vy = F (o, p), (8.15)
Y = fia (@1 %), (8.16)
o = faq (®t3y Og)s (8.17)
B = f56 (OC5, O‘G)v (818)

contenant chacune trois variables.
Pour familles de lignes o et {3 pre-
nons des familles de droites paral-
l8les faisant des angles de 135° et
45° avec 'horizontale. Dansleréseau
orthogonal (@, [}) construisons la
famille de lignes y (fig. 198) a 1'ai-
de del’équatml:l (8‘15)‘,}?“15 faisons ‘Tig. 198. Schéma d'un abaque a
couper les familles de lignes y, o, P entrecroisement — ramifié  pour
respectivement par les familles de Iéquation fy, = F (f34, f56)
lignes o, o3 et a; et dans les
réseaux (g, 7), (0tg, @) et (a5, B) construisons les familles de li-
gnes o, @, et ag a l'aide des équations (8.16), (8.17) et (8.18). La
clef est représentée en gros trait sur l'abaque de la figure 198.
Cet abaque peut dtre transformé en 1’abaque & transparent orienté
de la figure 199, qui est identique & celui de la figure 191.
L’abaque de la figure 198 peut &tre aussi transformé en des
abaques & points alignés et & points équidistants qui sont analogues
aux abaques des figures 193 et 194.
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§ 8.4] ABAQUES A ENTRECROISEMENT RAMIFIES 201
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Fig. 199. Schéma d’un abaque A transparent orienté déduit de la ligure 198:
a) fond; b) transparent.
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Fig. 200. Schéma d’un aba-
que a entrecroisement pour
fl’équation vy = o + P

FFig. 201. Schéma 'un abagque & entrecroisement
Y -
ramifié pour 'équation fi, = f3; -+ fs6

Dans la pratique on rencontre constamment la forme

fia = fsa -+ fs6 (8.19)

qui est un cas particulier de 1’équation (8.14). L’équation (8.15)
qui lie les variables auxiliaires a, B et y s’écrit dans ce cas y =
= a -+ p. Elle peut étre représentée par un abaque & entrecroisement
composé de trois familles de droites paralltles o, f et . Supposons
2 = o ety = p. 1l vient y = z + y. Construisons I’abaque a 'aide
de ces équations. On obtient la figure 200. Tragons ensuite les champs
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Fig. 202. Schéma de I’abaque & transparent orienté pour I'équation fyy = fyy -

-+ fs6, déduit de la figure 201: @) fond; b) transparent

binaires (o, o), (a3, &) et (ag, o). On obtient 1'abaque de la
relation (8.19), qui est représenté sur la figure 201. La clef est tracée
en gros trait.

Cet abaque étant composé de droites paralltles o, f et y, on peut
le transformer en un abaque A transparent orienté. A cet elfet tragons
sur le fond les champs (o, @,), (a3, oy) et (o, og) et portons une
famille de droites directrices a paralléles a la famille p. Dessinons
sur le transparent trois droites concourantes paralltles respective-
ment aux droites a, P et y et désignons-les par a, f et y. Menons
par ailleurs sur le transparent une droite directrice a, parallele a p.
[’abaque est représenté sur la figure 202.

Le mode d’emploi est le suivant. Soit & déterminer o; d’aproes.
les valeurs données des autres variables. Faisons glisser le transparent
sur le fond de telle sorte que le rayon y passe par le point donné
du champ (a;, @,), le rayon a par le point donné du champ (cy, o)
et la droite a, soit paralléle A la directrice a. La réponse o est alors
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donnée par la cote de la ligne o passant par le point de rencontre
du rayon P avec la ligne donnée a;.

Si I’abaque de la figure 200 est construit dans un systéme de coor-
données obliques, 1’angle des coordonnées étant égal & 60°, les rayons
o, p et v feront entre eux un angle de 120°.

§ 8.5. Abaque a entrecroisement ramifié pour I’équation
fio="[fs1 + f35 et sa transformation en un abaque
adapté a points équidistants

L’équation

fr2 (0gs @tg) = f34 (003, @g) + fa5 (23, @p) (8.20)

est un cas particulier important de l’équation (8.19). L’équation
(8-20) a ceci de particulier que les fonctions f;, et f55 qui y figurent
dépendent de la méme variable a,. Construisons un abaque a entre-

croisement ramifié pour cette équation. Introduisons les variables
auxiliaires a, § et y:

o = f34 (23, 0y), (8.21)
P = fas (o3 @s), (8.22)
V= f1z (0, @) (8.23)
L’équation (8.20) s’écrit dans ce cas
y=oa+ p (8.24)

Soit un systeme de coordonnées rectangulaires 20y (fig. 203). Posons
z = o et y = B. La relation (8.24) s’écrit y = z -+ y. Des équations
obtenues, il résulte que les familles de lignes o, P et y de ’abaque
de I'équation (8.24) sont des familles distinctes de droites paralléles.
Les droites y font un angle de 135° avec 1'axe Oz. Les droites a
sont perpendiculaires & ’axe Oz, les droites B & 1’axe Oy. Utilisons
les familles de droites @, P et ¢ pour construire les abaques & entre-
croisement des relations (8.21), (8.22) et (8.23). Prenons une famille
quelconque de lignes «; formant le réseau (o;, y) avec la famille y
et tracons sur ce réseau la famille de lignes o, & 1’aide de 1'équation
(8.23). Choisissons une famille arbitraire de droites paralléles aq
telles qu’elles fassent un angle de 45° avec 1'axe Oz. Construisons les
familles de lignes a, et a; dans les réseaux (ug, @) et (az, p) & 'aide
des relations (8.21) et (8.22).

LLe mode d’emploi de 1'abaque de la figure 203 est le suivant.
Soit & déterminer ay d’aprés des valeurs données des autres variables.
Dans le réseau (@4, a@,), repérons le point A de cotes données «,
et oy, dans le réseau (a3, ay) le point B de cotes données oy et o,.
Les points 4 et B définissent des droites v et « se coupant en un

§18.5] ABAQUE POUR L'EQUATION fi, == fuu + fos 203

point D. Le point D définit une droite  dont 1'intersection avec la
droite oy qui passe par B donne le point C. La cote de la ligne a;
passant par le point C fait connaitre as. o
Considérons le triangle BAC (fig. 203). Montrons qu’il est isocéle.
Les droites AD et BC sont perpendiculaires, puisque la premiere
est confondue avec une droite de la famille y et la seconde avec
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Iig. 203. Schéma d'un abaque i entrecroiscment ramifié pour 'équation fy, =

= fa4 + f.';s

une droite de la famille oy, or ces familles font avec 'axe Oz des
angles de 135° et 45° respectivement. Les angles B et C du triangle
BDC sont égaux & 45°. Donc la droite passant par les points 4 et D
est la médiatrice du segment BC. Il suit que le triangle BAC est
isoctle et AB = AC. _

Supprimons maintenant les lignes o, { et y de la figure 203.
On obtient 1’abaque de la figure 204. Celui-ci est un cas particulier
de U'abaque général & points équidistants (cf. § 12.1).

Pour s'en servir il faut nécessairement disposer d’un compas
ou d’une rdgle. Le champ (a;, a,) s’appelle champ des centres, les
champs (o, o) et (a3, @) champs des intersections. '

Pour déterminer a5 d’aprés des valeurs données des autres varia-
bles, placons une pointe du compas au point don’néA du champ des
centres (c.;, o) et l’autre pointe au point donné B du ?llamp des
intersections (atz, o4), puis & partir de A, sans modifier 1’ouverture
du compas, on trace un arc de cercle de fagon a couper as. On obtient
le point cherché C dans le champ des intersections (Cf3’ as). La cote
de ligne oy passant par le point C nous fait connaitre as.
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. Pogr rendre 1’.abaque de la figure 204 plus maniable, on met a con-
tribution la possibilité de choisir arbitrairement dans 1’abaque i en-
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@ \\\\\\\ \\\\ // // // / // // a
! LRy e

Fig. 204. Schéma de 1'abaque & points équidistants pour I'équation fyy == fyq -+
=+ f35, déduit de la figure 203 par suppression des lamilles de droites paralleles
attribuées aux variables auxiliaires o, P et vy

trecroisement initial la famille de lignes @, et la famille de droites og
perpendiculaires aux droites y. Par ailleurs on peut mettre préalable-
ment I’équation (8.20) sous la forme

fie = (fas —a -+ R3) 4 (f35 + a — Ry),

ol ¢ est un parameétre, Ry une fonction
arbitraire de a3 Les équations (8.21) et
(8.22) sont remplacées par les équations

o = fz3 —a-+ Ryet p=7fs5 +a— R

Le choix arbitraire de la fonction Rj; per-
met quelquefois de prendre les familles
a, et ay; d'une forme commode a 1'usage.
Par ailleurs par le choix du paramétre a
on peut assurer a ces familles une dispo-
sition mutuelle compacte. Donc 1’abaque
de larelation (8.20)est bien adapté. Dans
la suite on l'appellera abaque adapté a
points équidistants contrairement a 1’abaque
général a points équidistants qui est impropre aux transformations,

On remarquera qu’on peut remplacer le compas par le transparent
de la figure 205. Ce transparent comporte des rayons a, B, y et
une famille de droites directrices perpendiculaires a y. Les rayons
a et B font des angles égaux avec y. Le transparent glisse sur le fond
de la figure 204 de telle sorte que les directrices soient paralléles
aux droites as. Cette application du transparent est dite orientée.

7

F’ig. 205. Transparent pour
P’abaque de la figure 204,
remplagant le compas

. § 8.6 ABAQUL POUR L'EQUATION fia + f1a = fus + fus 205
La clef de 1’abaque s’écrit dans ce cas:
(g, o) | — | ¥y (@3, 2g) | — | & (a3 a5) | — | B,
ol | — | est le symbole d'un contact simple signifiant que la ligne
passe par un point.
§ 8.6. Abaque a entrecroisement ramifié pour 1’équation
12 + f13 = fu5 + fis et sa transformation
en un abaque adapté au compas et en d’autres
types d’abaques
La forme
fro + fis = Tus + fus (8.25)

qui est représentable par un abaque a entrecroisement ramifié est
d'un grand intérét pratique. Pour la représenter mettons-la sousla
forme

fio — Jas = —fis + fus = @
ol « est une variable auxiliaire. In posant

fio="0 Jfus=v, —fs=Pp% —Tu=17"

on obtient les deux équations similaires p = a + yet p’ = a + y'.
Si I'on prend le systéme de coordonnées rectangulaires zOy et que
lon pose z = P et y = o dans I’équation p = o + y, on obtient
2z =y -+ y. Il résulte que la famille de lignes f est une famille de
verticales, la famille de lignes o une famille d’horizontales, la famille
de lignes v une famille de droites paralléles faisant un angle de 45°
avec l'axe Oz. L’équation B’ = a + y’ se représente par un abaque
analogue. IEn superposant ces deux abaques, on obtient I’abaque de
la figure 206, dont la clef est représentée sur la figure 207.

Si 1’on effectue cette construction dans un systéme de coordonnées
obliques, dont 1’angle est de 120°, les familles de droites paralleles f
et p’, v et p' feront des angles de 120° avec les droites horizontales
ot 1'abaque sera symétrique (fig. 208).

Coupons les familles de droites paralléles p et B’ de l'abaque
de la figure 208 par une famille arbitraire de droites a, paralléles
aux droites o; coupons de méme les familles de droites paralléles
7 et ¢’ par une famille de droites a, paralléles aux droites . Tragons
les familles de lignes o, et oz & 1’aide des équations f;, = p et —f;3 =
= p’ dans les réseaux (ay, P) et (o, B') et les familles de lignes

et o 2 'aide de 'équation f,; = y et —f4s = 7’ dans les réseaux

(g, 7) et (g, ¥'). On obtient 1'abaque de la figure 209.

La clef est représentée en gras sur la figure 209. Les points 4,
B, C et D désignent les points des champs (o, @;), (o, @j),
(g, a5) et (g, o) dont les cotes vérifient 1'équation (8.25).
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Flg 208. Schéma de l'abaque ;a entrecroise-
ment pour les équations f = o + v etp’ =
=o + y’, tracé dansun systéme de coordon-
nées obliques faisant un angle de 120°
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Fig. 209. Schéma d'un abaque a entrecrmsement I‘clmlfle pour I’équation f1, +

+ f13 = f45 I f46

§ 8.61 ABAQUE POUR L'EQUATION fi; -+ fra = fus + fuo 207

L’abaque 2 entrecroisement de la figure 209 peut &tre transformé
en d’autres types d’abaques plus commodes. LEtudions-les.

Abaque au compas. La méthode de construction et d’utilisation
de 1'abaque de la figure 209 entraine que AB = CD et AB || CD.
Donc le quadrilatére ABCD est un parallélogramme, i.e. AC = BD.
Donc pour déterminer le point inconnu D d’aprés les points donnés.
A, B et C on peut se servir d'un compas ou- d'une régle. Les lignes
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Fig. 210. Schéma de 1'abaque au compas pour l'équation fiy - f13 = 745 -F Jyer
déduit de l'abaque de la figure 209 par suppression des familles de dlmtes paral-
léles attribuées aux variables auxiliaires c, B, B’ yety

attribuées aux variables auxiliaires a, f, p’, v et ¢ deviennent
inutiles. On peut les supprimer. Ce faisant on obtient 1’abaque de la
figure 210 qui porte le nom d’abaque au compas ou d’abaque & report
au compas. L'abaque de la figure 210 est un cas particulier de 1'abaque
général au compas (cf. § 12.1).

Soit & déterminer sur I'abaque 210 la valeur o d’aprés des valeurs.
des autres variables. Ce probléme se résout de deux fagons.

Dans la premiére, on utilise la condition AB = CD. Plagons
une pointe du compas au point 4 correspondant aux valeurs donndes.
o, O etl’autre pointe au point B correspondant aux valeurs o et os.
Sans modifier 1’écartement du compas plagons une pointe en C
correspondant aux valeurs données o, et as et 1"autre sur la droite
donnée a, au point D. La cote de la ligne o, passant par le point
D fait connaitre o.

La deuxiéme fait appel & la condition AC = BD. Plagons une
pointe du compas au point A et l’autre au point C, puis sans modi-
fier 1'écartement du compas placons une pointe au point B et 1'autre-
sur la droite donnée o, au point D. La cote de la ligne «; passant
par le point D fait connaitre o.

Abaque A index paralléle. Le quadrilatére ABCD étant un.pa-
rallélogramme, on utilise le parallélisme de AC et BD pour déter--
miner le point D. On obtient alors un abaque dans lequel la réponse
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ost fournie par le tracé d’une droite parallele a la droite donnée.
Un tel abaque s’appelle abague a index parallele. 11 est représenté
sur la figure 211. Cet abaque est identique a l'abaque 210, mais
le mode d’emploi est différent. Pour définir le point D menons

A partir de B une paralldle & AC. Le point de concours de cette droite
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Fig. 211. Schéma de 'abaque & index parallele pour 'équation fio =~ J15 =
= f15 = faq, déduit de la figure 209 par suppression des familles de droites pa-
ralidles attribuées aux variables auxiliaires o, B, B’y vy et v

avec la droite donnée a, fait connaitre le point D, oul'on n’a qu'd
lire la réponse og. L’abaque a index paralléle de la figure 211 est
un cas particulier de 'abaque général & index paralléle (cf. § 12.3).

Abaque A points alignés a échelle muette. Si 1'abaque a index
parallele de la figure 211 fait ’objet d’une transformation projective,
par cxemple une homologie, (cf. §§ 7.3, 7.4, 7.5) d’axe paralléle

aux droites o, et oy, on obtient deux abaques & points alignés & échelle

muette I paralléle a ’axe d’homologie. Ces abaques sont représentés
sur les figures 212 et 213. Ils difforent I'un de 1'autre par la position
de 1'échelle I. L’antécédent de 1’échelle muette I est la droite de
Vinfini du plan qui contient l'abaque de la figure 211.

Abaque A transparent orienté. Découpons 1'abaque de la_ figu-
re 210 horizontalement en deux parties de telle sorte que 1’une d’elles
contienne les champs (a1, @) et (ay, @3) et I’autre les champs (o, ©s)
et (o, ag) (cf. fig. 214). Supposons que les 6léments de 1’abaque de
la deuxieéme partie soient tracés sur du papier transparent. Pour
obtenir le point D il faut faire glisser la deuxi¢me feuille sur la pre-
micre de telle sorte que le point C vienne en coincidence avec le
point A et la droite donnée a, avec la droite donnée ay. Le point B
vient alors en coincidence avec le point D cherché. On utilise donc

[Ch. 8
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Fig. 212. Schéma de I'abaque a points
alignés pour 1'équation fio + fig =
=f,5-+ fag 2 6chelle I muette extéricu-
re aux champs binaires, déduit de la
figure 211 par une homologie d’axe
paralldle aux droites o et oy

Fig. 213. Schéma de l'abaque & points
alignés pour 1'équation fip - f13 =
= f,5 + fag 2 échelle I muette com-
prise entre les champs binaires, déduit
de la figure 211 par une homologie
d’axe paralléle aux droites oy et ay
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Fig. 214. Découpage de ’abaque de la figure 210 pour en faire un abaque & trans-
parent orienté
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Fig. 215. Schéma de 1'abaque A transparent orienté pour I’équation fi, + f13 =
= fu5 -+ fag, déduit de la figure 210: a) fond; b) transparcnt
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la condition 4B = CD. L’abaque obtenu entre dans la classe des
abaques & transparent orienté (cf. § 13.4). Il est représenté sur la
figure 215.

Abaque d une translation du transparent. Menons sur 1’abaque
de la figure 210 une droite I parallcle aux droites o; et oy et décou-
pons ’abaque verticalement en deux parties de telle sorte que l'une
contienne les champs (o, @), (g, o) et la droite I et l'autre les
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1

Fig. 216, Découpage de 1'abaque de la figure 210 pour en faire un abaque & une

translation du transparent

champs (&, &3), (¢4, o) €t la droite I que nous noterons I’ (cf. fig. 216).
Supposons que la deuxi¢me feuille est transparente. Pour définir le

point D déplagons la deuxitme feuille sur la premiére de telle sorte |

que la droite I’ glisse sur la droite I et trouvons la position qui ameéne
le point B en coincidence avec le point A. Le point D cherché est con-
fondu avec C. Donc on utilise ici les conditions AC = BD et AC || BD.
On peut supprimer les droites a, et o, sur la deuxi¢me feuille. On
obtient alors I’abaque de la figure 217 qui rentre dans la classe des
abaques & une translation du transparent (cf. § 13.3).

Dans l'abaque de la figure 217 chacune des six variables impli-
quées dans 1’équation (8.25) peut &tre inconnue. Supposons par exem-
ple qu’il faille chercher a, pour des valeurs données des autres varia-
bles. En déplacant le transparent sur le fond de telle sorte que la
droite I’ glisse sur la droite 7, on trouve une position telle que la
ligne donnée a; passe par le point donné (ay, a,). La cote de la
droite a, passant par le point de concours des lignes données oy et ag
nous fait connaitre «,. La clef de I’abaque s’écrit dans le langage

des contacts
(o, o) | — | a3y I|=\1I,

(otgy @5) | — | Qg
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ot | = | est le symbole du double contact qui traduit ici la super-
position de deux droites.

Possibilités de transformation des abaques. Tous les abaques
de la relation (8.25) sont bien adaptés. En construisant 1’abaque
A entrecroisement initial on peut arbitrairement choisir la loi de

==
= VT

Fig. 217. Schéma de ’abaque & une translation du transparent déduit de la
figure 210: @) fond; b) transparent

distribution des paralléles a; et oy On peut par ailleurs effectuer
la construction dans un systéme de coordonnées obliques. On peut
aussi introduire au préalable dans 1’équation initiale (8.25) des

fonctions arbitraires P, et P, et un parameétre a en mettant 1’'équation
sous la forme

ﬁ2+ﬁ3:ﬁ5+f46’

fm:fiz—'rpu fi3:f13_Pi+a»
Tis=Ffas+Puy Tug=Tfio— Pu-ta.

L’abaque au compas de la relation (8.25) est I'un des plus com-
modes. Dans la suite nous l'appellerons abagque adapté au compas

a la différence de 'abaque général au compas (cf. § 12.1) qui ne 1’est
pas.



CHAPITRE 9

METHODE DE CONSTRUCTION DES ABAQUES
ADAPTES A POINTS EQUIDISTANTS

§ 9.1. Déduction de la forme canonique
fondamentale représentable par un abaque
adapté a points équidistants

Etudions maintenant une autre méthode d’obtention d’un abaque
adapté a points équidistants pour la forme canonique

f12 = f34 + f35 (9-1)

qui donne les équations des éléments de 1’abaque. Dans la suite on
appellera la relation (9.1) forme canonique fondamentale représentable
par un abaque adapté a points équidistants.

Supposons qu’on ait construit un abaque & points équidistants
a champ des centres (ot;, o) et & champs des intersections (b3, Otg),

IA
, \ Ay
AN
z e W o a1 v g
S W W LW W Wy A0 A0 5 1Y Y A
W 5 W D A B 1 A A
| RPN ¢ ]
ll.f/ﬁ i llyz,’
1
06 Py N 4 >
Zy Z & z

Fig. 218. Schéma d’un abaque adapté & points équidistants pour la forme f;, =
= fas + f35

(o3, o) pour la relation (9.1). Disposons le systéme de coordonnées
20y de telle sorte que 'axe Oz soit paralléle aux droites a; (cf.
fig. 218). Désignons par A, B et C les points des champs binaires
dont les cotes vérifient 1'équation (9.1). Du mode d’emploi de I'aba-
que il résulte que AB = AC. Par ailleurs on a par hypothése BC || Oz.
Soient z4 et Y4, Ty et Yp, Z¢ et Yc les coordonnées respectives
des points A, Bet C. Les conditions AB = AC et BC || Ox entrainent

204 = Tp +Ze, Yp =VYec-
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Posant
224 = f12, Zp=Ta, Zo= [,
on est conduit & la forme canonique (9.1).

Trouvons maintenant les équations des éléments de 1'abaque.
L'équation 2z, = donne
A 12

$A=075f12'

Le mode d’emploi de ’abaque entraine que l'ordonnée y, peut
#tre supposée égale 3 une fonction arbitraire 7'y, des variables ay
et a,, et les ordonnées y 5 et ¥, égales & une fonction arbitraire 7’5
de la variable oy. Si 1’on omet les indices des coordonnées on obtient
les équations des éléments de 1'abaque figurant dans le tableau 26.

Tableau 26
Champ des Champ des
Coordon- Champ des intersections intersections
nées centres (a;, @,) (05, @) (0g @)
z 0,5 fi2 Jf34 f3s
Y Ty Ty Ty

§ 9.2. Méthode de construction d’un abaque adapté
a points équidistants pour la forme canonique
fondamentale fi2 = fs; + [35

Introduisons dans les équations des éléments de 1’abaque les
paramétres de transformation a,, @ et m et une fonction arbitraire Rs.
A cet effet mettons 1’équation (9.1) sous la forme

2ay 4 2mf = [ag— a -+ 2m (fs -+ R3)] + a0+ a +2m (fas — Ra)].
On obtient une équation du méme type:
-FIZ == .Elg + f—35'
Les nouvelles fonctions f;4, f34 et f35 dépendent des paramétres intro-

duits. Les nouvelles équations des éléments de 1’abaque sont données
dans le tableau 27.

Tableau 27
_ . Champ des Champ des
Cogggson Glxan}g dei;)entres intersections intersections
’ L (o3, aq) (@3, @5)
LN ag+mfis ag—a-+2m (fzy -+ agt-a+
+ R3) +2m (f35— Rs)
y Tis Ty Ty
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Etudions la signification géométrique des paramétres de trans-
formation et des fonctions arbitraires.

Le paramétre a, figure additivement dans 1’équation des abscis-
ses du champ des centres et des champs des intersections. Il ne défi-
nit donc que la position de ’abaque par rapport & I'origine des coor-
données le long de 'axe des abscisses.

Le paramétre a figure avec des signes opposés uniquement dans
I’équation des abscisses des champs des intersections. Donc une varia-
tion de ce paramétre laissera invariant le champ des centres et se
traduira par une translation des champs des intersections, de méme
amplitude, le long des axes des abscisses et dans des sens différents.

Il en va de méme de la fonction arbitraire Ry qui figure avec
des signes différents dans 1’équation des abscisses des champs des
intersections. Son introduction se traduit par une translation des
champs des intersections le long de I’axe des abscisses, dans les deux
sens, les points de mémes ordonnées se déplagant d’une méme quan-
tité. Le cas Rj; = const équivaut & l'introduction du paramé-
tre a.

Le paramétre m permet de modifier les dimensions de tous les
champs dans la direction de 1’axe des abscisses. La fonction arbi-
traire 75 définit la loi de distribution des droites paralldles os.
La fonction arbitraire 7, permet de modifier le champ (o4, o)
dans la direction de !’axe des ordonnées.

La construction d’un abaque 2 points équidistants implique le
choix des paramétres ay, m, a et des fonctions arbitraires T'y,, T,
et R, et s’effectue dans l’ordre suivant.

On choisit les fonctions arbitraires 7'y, et 1'3. On peut poser par
exemple 71, = Ty ou Ty, = T',. On écrit ensuite les équations des
éléments de 1'abaque avec Ry = 0, a5 = 0 et @ = 0. On choisit le
module m en fonction des limites de variation des variables et de la
dimension de 1’épure et on construit les esquisses des champs binaires
dans leurs systémes de coordonnées respectifs. On rassemble les
éléments constitutifs de 1’abaque eu égard au parallélisme des axes
des abscisses et & la coincidence des droites ay dans les champs des
intersections. On place le champ des centres (o, @,) & droite du
champ des intersections (og, a4). On détermine la position du
deuxieme champ des intersections (a3, os) en résolvant un exemple
numérique. On obtient ainsi l'esquisse de 1'abaque.

Une fois 1'esquisse tracée on s’assure s'il y a vraiment lieu d’in-
troduire la fonction arbitraire R,. Parfois on aura intérét & poser
R, = 8T, ol § est un paramadtre arbitraire, dont il faut préciser la
valeur convenable. Aprés avoir choisi I'esquisse de 1’abaque on adopte
le systéme commun de coordonnées et on définit d’aprés cette esquisse
les valeurs des paramétres a, et a correspondant a la disposition
retenue des champs binaires. Ensuite on calcule et on construit
1’abaque.
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On développera dans la suite la méthode de construction des
abaques des cas particuliers importants suivants de la forme (9.1):

h=F+ T3 (9-2)
Fuo = faq + fsas (9~3)
fre =1z + fa (9.4)
f1+f2:f3'|‘f4: (9-5)
f12 = f34 + fs (9-6)
f1+f2:f3+f4+f5- (9-7)

§ 9.3. Abaque adapté a points équidistants
pour la forme fi=f> 4 f3

On supposera que dans la forme (9.2) seules les variables o,
ou oy sont de résolution, la variable o; étant toujours parmi les

a3
Pt i iAc il
&
/
7
7/

7’
I
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Fig. 219. Schéma d'un abaque adapté & points équidistants pour la forme f; =

=fa+ /s

données. L’abaque de cette forme est représenté sur la figure 219,
quant aux équations de ses éléments, elles figurent au tableau 28.

Tableau 28
Coordon- Echelle des Echelle des Echelle des
nées centres o, interseclions %, intersections og
z ay-+mfy ag—a--2mf, ag+a-2mf,
y Ty 0 0

T, est une fonction arbitraire de la variable a4, qui permet de placer
)z Qo 7

I’échelle o, sur un support quelconque. Si 1’on pose 7'; = 0, les
échelles ay, a, et os seront portées par la méme droite.

Exemple 60. Tragons un abaque & points équidistants pour

la formule (2.7), ou 150 << 7' <C 190 cem, 204 L 80ans, 50 L P
< 95 kg.




216 ABAQUES ADAPTES A POINTS EQUIDISTANTS [ch. 9 § 0.4] ABAQUE POUR LA FORME fi4 = fss + fsu U7
Ramenons la formule (2.7) & la forme (9.2) a I'aide de la fonction arbitraire 7'; (4) que nous supposerons égale
0,25 (4 — 20) = —0,75 (T — 150 P — 50). a zéro pour 1'instant.
( ) ( )+ ) Elevons des verticales par les points de 1'échelle A (fig. 220)
Posons - et coupons-les par une oblique. On obtient une échelle A plus aérée.
fr = 0,25 (4 — 20), f, = —0,75 (1T — 150), f3 = P — 50.

Les équations des éléments de 1'abaque sont définies par le ta-
bleau 29.

Tableau 29
Coordon- | Echelle des centres Echelle des inter- Echelle des
nées A sections T intersections P

z ag+0,25m (A—20)] ay—a—+2m X ag+a-+
X1 =0,75 (T —150)]| 4-2m (P —50)
y Ty (4) 0 0

Il nous faut maintenant choisir les valeurs des paramétres ay, a, m
et la fonction arbitraire 7, (4).

Posons provisoirement ay = 0, a = 0 et T; = 0 et tragons les
échelles métriques A, T et P pour m = 1 mm. Les échelles auront

7,cm A, années P, ng
180 180 170 160 130 20 40 6080 50 60 70 80 90
1 I rrryro o ot 1
15 > <20 > 20—>f<20—>
\\ /,
\\ E 4

~—

Fig. 220. Abaque adapté & points équidistants pour la formule (2.7) & échelles
situées sur une méme droite

des dimensions commodes pour cette valeur de m. Les modules des
6chelles A, T et P seront respectivement égaux a 0,25 mm, 1,5 mm
et 2 mm.

Menons une droite (fig. 220), support commun des échelles A4,
T et P. Plagons 1’échelle 7' & gauche, et, & sa droite, & une distance
de 20 mm du point de cote 7 = 150 c¢m, le point de cote A4 =
— 90 ans. Mettons en place 1'échelle P en résolvant un exemple
numérique. Pour 7 = 150 cm et A = 20 ans, on a P = 50 kg.
Donc en vertu de la clef, le point de cote P = 50 kg se trouve a la
méme distance du point A = 20 ans que le point T = 150 cm,
i.e. les points A = 20 ans et P = 50 kg sont distants de 20 mm.
Portons cette distance et tracons 1’échelle P. L’inconvénient de
cet abaque est le faible module de 1’échelle A. I1 est facile d’y pallier

////, @ 7;0 \\
> A pes, N\
7, cm /’/ eg;ﬁ \\ ’D)”ﬂ
190 180 179 160 150 0 50 60 ‘\70 80 90
IIIHTI[I[I(LJIIIIIHT a0 Tm[lmxTuulm)kTmnImnTnn[uuTnul
404
/l]
20,

Fig. 221. Abaque pour la lormule (2.7), obtenu en remplagant 1’échelle hori-
zontale A4 par 1’échelle oblique 4 dans 1’abaque de la figure 220

La substitution de 1'échelle oblique A a 1'horizontale nous fournit
un abaque plus commode & la lecture. L’abaque de la figure 221
correspond a l'exemple numérique: A = 35 amns, I' = 170 cm;

| réponse P = 69 kg.

§ 9.4, Abaque adapté a points équidistants
pour la forme f1; = f21 ~+ f3

L’abaque & points équidistants de la forme canonique (9.3
est représenté sur la figure 222. Il est composé d'une famille de

omTTESL
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Fig. 222. Schéma d'un abaque adapté & points équidistants pour la forme fy =
= faq + fas

droites paralléles o, coupée par des familles de lignes a,, oy et oz-
La variable «, est commune au champ des centres (e, o) et aux
champs des intersections (ag, @) et (a3, @y). On admet que les
variables a, et a, figurent toujours parmi les données. Seules les
variables @, ou @; peuvent &tre inconnues. Pour a4 = const, la
forme (9.3) se transforme en la forme (9.2) étudiée précédemment.




218 ABAQUES ADAPTES A POINTS EQUIDISTANTS cn. 9 |

Les équations des éléments de 1'abaque figurent au tableau 30.
Dans ce tableau P,, Q,, R, et T, sont des fonctions arbitraires de

Tableau 30

. Champ des Champ des
Co%r&(;n— Ce:ggsm&dez ) intersections intersections
1 % (o, ) (g, @)
z Py+Q4f1a Py—Ry+2Q4f0q | Pat+Ry+204f34
y T, T, T,

la variable a,. L'introduction de ces quatre fonctions arbitraires

dans les équations des éléments de 1’abaque rend ce dernier bien |
adaptable. On remarquera qu'on pourrait remplacer la famille de

droites paralléles o, par la famille de droites
y = S4x + Ty

ou S, et I, sont des fonctions arbitraires de la variable o,. Malis,
dans la pratique, on peut parfaitement considérer que y = T,

i.e. remplacer la famille de droites o, par une famille de droites
paralléles.

La formule d’interpolation (6.28) utilisée pour une interpolation |
lindaire successive dans une case tabulaire a trois entrées, se rameéne |

3 la forme (9.3). La variable ¢ est assimilée & I'inconnue ogz. Pour

variables a;, o, et oy, on peut prendre une combinaison quelconque §

des variables u, v et w. Supposons que les variables ay, ay et @,
sont figurées respectivement par u, v et w. La formule (6.28) se rameéne

alors A la forme canonique (9.3) de la maniére suivante. Ecrivons la }

formule (6.28) comme suit
t= Auv -F Bu+ Cv-+ 11, (9.8)
ou

A=Aw-+B, B=Dw+kE, C=CwsF, H=Gwt+H.

Transformons identiquement le second membre de 1’équation (9.8)

(Au + o) (v + Yo) + 2o,
ou z4, Yo et 2, sont des constantes déduites des identités

Auv 4 Bu+Cv+ H = (Au -+ z4) (v + o) + Zo-
Il suit

§ 9.4] ABAQUE POUR LA FORME fiy = faq 4 [as 219

La formule (9.8) s’écrit alors

- = By 7 BC
t=(Au—§—C)<vv—r /T) -H =

ou
At +BC — AH = (Au+C) (Av + B).

t Prenons le logarithme de cette équation

——log(/_fu—{«CT) = log (Av + B) — log (At 4 BC — AT,

- ou

fu= —log (Au+C), fau=1log(dv+ B),
fau= —log (At 4+ BC — AH).
Cos formules sont valables si 4 = Aw -+ B == 0. Si A =0,
la formule d’interpolation (9.8) prend la forme simple
t=Bu -+ Cv -+ 7]

et se réduit a la forme (9.3) sans la prise de logarithme

Bu=(—Cv—H)+1t.
Tei
fszU, fa=—Cv—1H, faa=1¢.

Exemple 61. Tracons un abaque & points équidistants pour
le tableau 24 dans I'hypothése ol celui-ci admet une interpolation
linéaire sur chaque variable.

La formule d’interpolation qui remplace le tableau 24 s’écrit

t =—0,02uv + 100vw + uw — 1,17u + 30v — 9400w + 2844.

En la comparant avec la formule (6.28) on déduit que A = 0;
Bl= —0,02; C =100; D =9; E = —1,17; FF = 30; G = —9400;
H = 2844.

On tracera un abaque & champ des centres (u, w) et a champs
des intersections (v, w) et (¢, w). On posera donc dans la forme (9.8):

0 = Uj Gy = U; ag = t; ay = w. On trouve alors 4 = Aw + B=
=—0,02; B=Dw+E =% —1,17; C = Cw + F = 100w +
+80; H = Gw + H = —9400w + 2844;
fiu= — log (Au+C) = — log (—0,02u + 100w -+ 30);
fau = log (Av+ B) =log (—0,02v + 9w — 1,17);
faa= ——-log(Zt—i—EC_’—-Zﬁ):—10g[-0,02t+
+ (9w — 1,17) (100w +30) 4 0,02 (— 9400w +- 2844)].
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Prenons les fonctions arbitraires suivantes:
Q, = 1000, P, = 1650 — 1180 (0,21 — w),
R, = 1080 — 16140 (0,21 — w), T, = 5000 (w — 0,20).

La figure 223 représente 1'abaque construit d’aprés les équations
du tableau 30 pour les fonctions fy4, fags fagr Qu Psy R, et T,

10 g 00 800 1700. 1750 1800
rlll /III(/I ] U’Z‘
[1]] [/ ] ][]

[ ]] [ L[ []] w
/74//1 [T ][] ]

V1] { [

Fig. 223. Abaque tracé d’aprés le schéma de la figure 222 pour la formule d’in- |

terpolation ¢ = —0,02uv -+ 100vw + Yuw — 1,47u + 30v — 9400w -+ 2844

exhibées, dans les intervalles de variation des variables correspon-
dant au tableau 24. L’arc de cercle en pointillé correspond a la solu-

tion de I’exemple numérique: u = 730, v = 9,7, w = 0,204; répon-
se t=1760.

§ 9.5. Abaque adapté a points équidistants
pour la forme fi2 = f3 -+ f}

La forme (9.4) se rencontre fréquemment dans la pratique.
L’abaque a points équidistants qui la représente est plus souple
que ’abaque & points alignés a échelle binaire, étudié au § 6.17.
L’abaque est représenté sur la figure 224. Les équations des éléments
contenant les paramétres de transformation figurent au tableau 31.

Tableau 31
Coordon- Champ des Echelle des Echelle des
nées centres (al, az) intersections &g intersections ay
ag-+mfy, ay—a-2mf, ay-+a-}-2mf,
¥ Tye 0 0

§ 9.5] ABAQUE POUR LA FORME fi3 =fs +f4 221

Exemple 62. Construisons un abaque de ce type pour la déter-
mination de la perte de pression AP dans des conduites de gaz de
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Fig. 224. Schéma d'un abaque adapté & points équidistants pour la forme f;, =
=fa+ 1

faible pression, en acier, transportant du gaz naturel sous des condi-
tions normales [43]. La formule de calcul est

AP = IF (Q, d), 9.9)
pour

F(Q, d)=1,21-% pour Q< 0,8084,
F(Q, d)=1,58 L5 pour 0,8084<<Q< 1,624,

y 0,25 2
F(Q, d)=5,11 (275 +0,0274 -g—) 2 pour Q> 1,62d.
Ici AP est la perte de pression au frottement en kgf/m?; Q le débit
du gaz en m®/h; d le diamdtre intérieur des conduites en cm; I la
longueur d'un trongon en m.
Les intervalles de variation sont: 1 < d <200 cm, 0,1 < Q0 L
< 5-10* m3/h, 1 <1 << 1000 m, 0,01 << AP << 500 kgf/m?. .
En prenant le logarithme de 1’équation (9.9) on la rameéne a la

- forme (9.4)

log F (Q, d) = — log I 4 log AP.
Il vient
fie =1log F (Qy d), f3=—logl, f,=logAP.
Posons ay, =0, m =15 mm, ¢ = —60 mm, 7y, = 40 + 25 log Q.

L'abaque correspondant est tracé sur la figure 225. Il représente la
solution de I’exemple numérique: Q = 1000 m?h, d = 300 mm,
I =100 m; réponse AP = 3,8 kgf/m?.
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§ 9.6. Abaque adapté a points équidistants

S . .
87 pour la forme fi + fo=/3 + i
S o] . . ’
hy La forme (9.5) est un cas particulier de la forme (9.4). Done,
27 son abaque est celui de la figure 224, et les équations de ses éléments,
] = celles du tableau 31 sous réserve que fip =1 -+ fo
| X
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S S8 S8 2 e s o - / ] TFig. 226. Abaque tracé d’aprés le schéma de la figure 224 pour la formule v ==
S ow - . , = = 2,5ud Suy duf?
i /) 3
N = o] / < . R -
N J s Le trait remarquable de cet abaque est la possibilité de repré-
5; E\ -1, B senter le champ (oty, oy) par un réseau orthogonal. A cet effet il faut
= 3 5 prendre la fonction arbitraire 7'y, de la forme
Se = 12
Se Tyy = by -+ m(fy — fo)
- En effet, en éliminant successivement les fonctions f, et f; enlre
8.1 les équations

z =ag+m(+f), y=0g+m{—1)
du champ (ay, @,) on obtient
-y =ay+ by + 2mfy, r—y =ay— by + 2mf,

Ce sont les éguations d’un réseau orthogonal de droites a, et o,




294 ABAQUES ADAPTES A POINTS EQUIDISTANTS [Ch. 9}

Exemple 63. Tragons un abaque de ce type pour la formule

U:Q,Su?’ﬁug"?ug’g (9.10) }

sur les intervalles 0,1 < uy, uy, us < 10, 0,1 < v < 10.

En prenant le logarithme de I’équation (9.10), on la raméne & la |

forme (9.5)
0,6 log u; + 0,9 log ug = (—0,3 log u,) + (—log 2,5 + log v).

jl = 016 IOg‘ Uy f2 =0,9 10g Usg, fs = —013 10g Ugy
fi = —log 2,5 + log v.

Dans le tableau 31 posons f;, =f, + f,, Tio =bo+m(fy —f,) |

ay =0, m =25 mm, by =50 mm, ¢ =70 mm. L’abaque corres-

pondant est celui de la figure 226. L’arc de cercle en pointillé repré- |

sente la solution de I'exemple: u; =0,2, u, — 0,7, Uy =1,7;
réponse v = 5,4.

§ 9.7. Abaque adapté a points équidistants
pour la forme fi5 =f3;, 4 f5

ou o, par une famille de droites horizontales. La figure 218 repré-
sente 1'abaque correspondant au cas ol la variable ag est figurée

par une famille de droites horizontales, et les équations des &l
ments, par le tableau 27, dans lequel on prendra soin de remplacer }

fss par f5. Si la fonction Ry = 87, ol § est un paramatre, la famille
a5 sera une famille de droites paralléles. Pour le reste la méthode
de représentation de la forme (9.6) par un abaque est la méme que
pour la forme fondamentale (9.1).

Exemple 64. Tragons un abaque de ce type [70] pour le calcul |
de la profondeur critique dans des canaux trapézoidaux i 1’aide de |

I’équation (2.13). Mettons cette équation sous la forme

gz s (1-—}—m_}2]_<j1‘_)3 (hzl )3

9,81 1—}—2171—]1—;5-

et posons

ler

Ner = L

ol M est le niveau critique. On obtient 1'équation

aQ? — b5 (14 mner)® nd,

9,81 14-2mner  ° (911)
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Tragons 1'abaque de 1'équation (9.11) pour déterminer ., dans
les intervalles suivants de variation des variables: 1 < o < 1,1;
1<bLbm; 0L mL3; 1LQ0L0m¥s; 0,1 < ner << 2.
Pour abréger posons \

Y+ mner)nd,™
F(m, mer) = 9,81 ——5r—=",

. I'équation (9.11) devient
On obtient les expressions suivantes pour les fonctions f1s far fay Bl

aQ?=b3F (m, Ne,).

- En prenant le logarithme des deux membres de cette équation, on
. obtient

Jof

logx?‘_b-ﬁ_ - lOgEQz + 10g F (m") rlCr)v
qui est de la forme fy, = f, 4 fg5, laquelle ne différe de la forme (9.6)

. que par la notation des fonctions.

Les équations des éléments de 1’abaque sont définies par le ta-

| bleau 27, Posons f;, = log a/b%, f3,=—log Q%, fas=log F (m, Mer),

@y = 40 mm, a =40 mm, m = 10 mm (on a désigné le paramdtre m

~ par m pour le distinguer de la variable m), Ty, = Tap =40 +
Un trait remarquable de la forme (9.6) est la possibilité de repré-
senter dans son abaque 1'une quelconque des variables Oy, Clg, Oy

+2501og o, Rg=Rpn=0,2 m, T'y=T,,=8 m. L’abaque est représenté
sur la  figure }3 (cf. Introduction page 10).

ES 9.8. Abaque adaptéfa points équidistants

i pour la forme fi +fo==rs+ Fi + f5
Les équations des éléments de 1’abaque de la forme (9.7) se
déterminent & partir du tableau 31 en y posant fi, = fy + f3, f34 =

= fg 4 f4 fas = f5. Comme précédemment prenons la fonction T,

de la forme
Ty =by 4+ m (fi — fo)e

Le champ (@y, o,) sera alors constitué de deux familles de droites
orthogonales.

On a intérét a poser
Ty =c+ nfy, Ry =0,

ol ¢, n et 0 sont des paramétres. Les familles de lignes «, et ay
seront des familles de droites paralléles. ] .
En effet, en éliminant la fonction fg entre les équations
T =a9g—a-+2m(f3 + fy + 8fs), y =c+ nf,

du champ (a3, o), on obtient 1’équation de la famille de droites
paralléles

r— 2m (14 0)

n

W—aota+ 20V _omp—0. (912

15—049
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§9.9] ABAQUES POUR UN SYSTEME D'EQUATIONS 227

En éliminant la fonction f, entre les équations
T =ay, + a4 2m (f; — 6f,), = ¢ -+ nfg

du champ (a3, o), on obtient l'équation des droites paralléles a;

x -+

2md 211260 — 2mfs=0. (9.13)

Yy—ay—a—-=—

Déterminons maintenant la valeur du parameétre § pour laquelle
les familles de droites paralléles o, et oy définies par les équations
(9.12) et (9.13) seront paralleles entre elles. Dans ce cas 1'angle que
feront les droites a, et «; avec les droites assera le plus voisin d'un
angle droit et assurera la meilleure précision a 1’abaque. KEgalons
les coefficients angulaires des droites o, et ag:

n 2

om(1+0)  2md*®

Il vient § = —0,%,
En portant les expressions des tonctions s, Fa4, f350 T2y T's
et R; dans le tableau 27, on obtient le tableau 32. La projection

Tableau 32

Coordon- Champ des centres Champ des intersections | Champ des intersections
nées (@, @) (o, a,) (og, )
5

x g+ m(fytfa)  |ag—a-+2m(fy+0,5f5)|ap-+a+2m(fs40,5f;)
y by—+ m{f; — 1) c4nfy c+4nfy

de 1'abaque implique le choix des six paramétres agq, by, ¢, @, m
et n.t
4

Exemple 65. Tracer un abaque pour la formule

Qg =0y + Qy -+ oy + &y, (9.14)

la variable cherchée étant a. Les intervalles de variation sont:
0L ay, oy, g, a0y <55 0L ay << 20.
Ramenons. I’équation (9.14) a la forme (9.7)
oy Hoy = (—og) + (—ay) + a;.
I1 vient

fr =0y, fo =0y f3=—a3 [f,=—0, f =o;

L’abaque construit avec les équations du tableau 32 pour ay =0,

a =15 mm, by, =45 mm, ¢ =0, m =2,5 mm, » =5 mm est

g.&‘ %d‘(\’
7 o
&, (L’a
5 0 5 i0 15 20
5o R RN
COURLY COTTTETTT
CLNRLY AR RRREY
2, ULLLAY ORI
MG AR OO T

0NN \\\\/\/\\\\\\\L\ ANAVAVA

~_————-

* Fig. 227, Abaque tracé d’aprés le schéma de la figure 218 pour la formule oy =

= oyt oy g Ao

représenté sur la figure 227. L’arc en pointillé représente la solution
de I'exemple numérique: o; =1, a, =3, az =4, o, = 2; répon-

( Se Ay == 10.

§ 9.9. Abaques adaptés a points ¢équidistants
pour un systéme d’équations

Les abaques a points équidistants peuvent &tre appliqués a la
représentation de systémes d’équations. Etudions le cas ol le systéme

- est résolu par plusieurs intersections a partir d'un méme centre.

Soit le systéme d’équations
fm: fs& + f355
fi2= for -+ Jes: (9'15)

...... e o o s o o

fxz = fn-z. -t T fu—z. ne

. Chaque équation du systéme (9.15); est susceptible d'étre repré-

;,

- sentée par un abaque du type de la figure 218. Les champs des centres
' de tous ces abaques peuvent éire rendus identiques, car toutes les
. équations ont un premier membre commun, la fonction f;,. En super-
. posant ces abaques de telle sorte que les champs des centres viennent
. en coincidence, on obtient un abaque sur lequel la solution du systéme
. d’équations est donnée par des tracés d’arcs & partir d’un centre

unique.
Le cas particulier ot le systéme (9.15) n’est composé que des

' deux équations

f12 =f34 +f35! f12 :f67 + f681 (9'16)

' est important dans les applications. pratiques.

15%
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Les équations des éléments de 1'abaque du systéme (9.16) s’écri”

vent :
champ des centres (o, %)}
T =ay+ mfgy Y =T (9.17)

champ des intersections (cge O4):

z =ay— a4 2m (f33 + Ry), y =Ts; (9.18)
champ des intersections (oty, a5)3

z =ay+ a4+ 2m(fss — Rs), VY =T33 (9.19)
champ des intersections (ctgy @7)3

2 =ag—a +2m (o + Re)a y = To; (9.20)
champ des intersections (ctge Gg)3 ‘

2z =ag 4 a +2m (fs — Be)s ¥ = T 9.21)

Exemple 66. Tragons un abaque de ce type pour le systéme d’équa- | ;

tions [70]
M = bx Rf (h[) —_ 0,5 .’E),

sous réserve que

RoFo— bRy (9.29)

z < 0,550 (9.23)

Ce systéme décrit le calcul de poutres en béton armé, de section
rectangulaire, & armature simple, d’aprées la méthode des états limi-
tes théoriques. M/ est le moment fléchissant en kg-cm; b la largeur
de la poutre en cm; h, la distance de I’extrémité supérieure de la

poutre au centre de gravité de ’armature en cm; #, 1'aire de la sec- |

tion transversale de l’armature en cm?; z la hauteur de la zone
de compression du béton en cm; R, la résistance théorique du bhéton
3 la compression pendant la flexion en kg/cm?; R, la résistance
théorique de l’armature a la traction en kg/cm?.

Les intervalles de variation sont: 10 < & < 500 cm; 0,1 <M < }

L 100 tm; 1000 € R, K 5000 kg/em?; 10 < Ry < 400 kg/em?;
2L x L 150 em; 3 << hy L300 cm; 2. F, <100 cm?.

La forme logarithmique du systéme d’équations (9.22) s’apparente |

3 la forme (9.16)
log (b Ry) = log M — log [z (7g—0,52)], log (bRy) = log Fa+log Ha,

Posons
fro=1log (bRy), fau=1log M, fas= — log [ (he—0,52)],
for=10g Fa, f68=10g-£xi, ay=b, dy=Ry, az=nhy,
=M, os=z, G=LRs a;=F, as=z.

§9.10] ABAQUES COMPOSES

229

L'abaque est représenté sur la figure 298. Pour le tracer, on a fait
intervenir dans les équations (9.17) & (9.21) les valeurs des paramétres
et les fonctions arbitraires suivantes: m = 15 mm, a, = —60 mm,

M, tm e
04 091 510 50 100
300 AR
100 AN AN\

\
MEANEEINY

A WA A W WA WA ¥

boem SR X
0’ \NAM VAR WA ANANY
TR S
ARINEWMINGN
B WL LV W VLS L 3
5000 =T ——
ﬁa’,{yf/cmz f%/’//[/[ Il ///’ //I/[/I I’ 177 1 R ,{gf/[mz
fom 77 77777 -
477777 <7/ 74 77T A7 1000
i 310 30 1\0 150100 50 /10’5 2
Fgr €M? S _-7 x,em

St~ ———-

Fig. 228. Abaque adapté & points équidistants pour la résolution du systéme
d’équations (9.22) avec la condition (9.23)

¢ — 167 mm, ¢’ = 95 mm, Ty, = 60 -+ 15 (log b — log Ry, Ty =
— 13 4+ 30 log kg, Ry = —0,5logh,, Tg=—90 + 30 log R,
Ry = 0,5 log R,. Au signe d’égalité de la condition (9.23) correspond
la droite tracée en pointillé dans le champ binaire (ho, z). Elle
a pour équations paramétriques

z=118,1—45loghy, y=13+301og he.
L'abaque donne la solution de l'exemple numérique :

M =20 tm, h, = 100 cm, b =50 cm, Ry = 100 kg/cm?,
R, = 2000 kg/cm?; réponse: Z =41 em, F, =10,2 cm?

§ 9.10. Abaques composés adaptés a points
équidistants

Les abaques composés & points équidistants se prétent bien a la
représentation des relations a plusieurs variables de la forme

fro + fin =Tfsa + foe + - oo+ focainar (9.24)
Considérons deux méthodes de représentation de la relation

.f12 + fﬂ = f34 + faev (925)

qui est un cas particulier de (9.24). Dans la premiére, les éléments
communs de l’abaque composé seront le champ des intersections
et le champ des centres, dans la seconde, les champs des intersections.
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Abaque composé & chamyps des intersections et des centres communs.
Introduisons la variable auxiliaire o en posant

fie + fir =fas + foe =0
Mettons les équations obtenues sous la forme
faa = —fes + & (9.26)
o —fua - I ©.27)

et représentons-les par des abaques a points équidistants. L'abaque
de 1’équation (9.26) sera constitué d’une famille verticale de droites

) 2, ,

a; % 4

AN WA WA 1 T S A O

@

Y > . P T O
a, a.

LN U W W [ ) 4 L)L

“’ﬁ\ \\ R T / // // I‘ﬁ
T]lk\\! T 1T 1T 11

1 1
o

Fig. 229. Schéma d’un abaque adapté] & points équidistants pour I'équation
fiz T fir = fas 1 fsa'a champs des intersections et des centres (a5, 00) communs

des intersections o, celui de 1’équation (9.27) d'une échelle des centres
o, qui est susceptible d’8tre remplacée par une famille de droites
verticales o confondues avec la famille de droites o du premier abaque.
En regroupant ces deux abaques, on obtient 'abaque composé &
champs des intersections et des centres communs de la figure 229. La
famille de droites a est figurée en pointillé. On peut ne pas la tracer.

Les équations des éléments de 1’abaque s’écrivent :

champ des centres (otg, Cy): '

y = T3y
champ des intersections (o, og):

z =a, + Mmfa,

z =a,—a—2mfs, Yy =Ts;
champ des intersections et deuxiéme champ des centres (ogy )3
z = ay + ¢ + 2ma,
champ des intersections (ay, og):

:c=a0+a—a'—|-4m(fm+R1),

y =Ts;

y =Ty

§ 9.10] ABAQUES COMPOSES 231

champ des intersections (PR
f=ay+a-+ a' +4m (fyg — Ba), ¥y =11

Le trait remarquable de cet abaque est que ses éléments posseédent
des modules croissant dans le sens de 1'axe des abscisses, & savoir
m, 2m, 4m,

Abaque composé a champs des intersections communs. Mettons
'6quation (9.25) sous la forme

fr2 — fsa = —fu + fos =%
oil o est une variable auxiliaire et représentons les équations obtenues
—faq = —f1a T % (9.28)
foo =0 + fur 1(9.29)

par des abaques & points équidistants ayant le champ des intersec-
tions, (a4, @) en commun. L’abaque est représenté sur la figure 230.

Y
s
2
\\\\\\\J_
NAVAY
[ WAAAN
\/\\/’\\
0 - e

Fig. 230. Schéma d’'un abaque adapté & points équidistants pour 1'équation
g +f1l= faa + fss & champs des intersectionsf;(ay, .«) communs

(’est un abaque composé & champs des intersections communs. En portant
dans les équations (9.28) et (9.29) les paramétres de transformation
et une fonction arbitraire, on obtient : ‘

[an+2m(—fai.)]=[ao*a+2m(“‘fiz+31)]+
’ I+ [ag +a-+2m'(a— Ryl
[2a; + 2mfsel = [@o 4@ + 2m (e — Ra)] +
+[2a;—ao—a+2m(f17+3,)].
Les équations des éléments de V’abaque s’écrivent doncs
champ des centres (s, o)t
(9.30)

z =ay — Mfgs, Y = Tass
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champ des intersections (ot;, oy):

T =ay—a-+2m(—fi, + Ry, y =Ty;
champ des intersections (o, @):
z=ay+a—+2m(@— Ry, y="7T;; 9.32) |
champ des centres (otj, og):
T =ay+ mfs, Y = I'ss; 9.33)
champ des intersections (@, a):
r =20 —ay,—a+2m(fi; + Ry), y =T1 (9.34)

Le trait remarquable de cet abaque est que ses éléments n’auront

que deux modules distincts sur 1’axe des abscisses, plus exactement

RN A
AU ~N N
AN N N\
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@, N @,
) n
Py LA
1_/QL/I = L W W W W W W 0
@, JNH X W W W W W W W
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Fig. 231. Abaque tracé d’aprés le schéma de la figure 230 pour I’équation a; =

= oy + oy + oy + @y -+ a5+ %

le champ des centres sera construit avec un module m, celui des
intersections avec un module 2m. Le tracé de la famille de droites «
est superflu.

Exemple 67. Tragons un tel abaque pour l'équation
G =0y + 0y + ag 4 oy + ag + o

dans les limites 0 <My, oty < 15 0 Coatgy g, 05 %6 < 2, 0 o <
< 6 (les limites de variation de oy sont incomplétes).

Réduisons 1'équation (9.35) a la forme canonique (9.25) de la
facon suivante:

(—oy — a@p) + a7 = (s + @y + (o5 + og)e
D’ il vient

712 = —Q; — Uy,

fin =01, faa =03 + @y, fse = ot + s

9.31)

9.35) |
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Posons m =5 mm, ¢, = a = 40 mm, ¢; =35 mm, Tgq =35 +
+ 5 (—ag + og), T1= 150y, Ry=—0,50;, Tss=40+9 (a§ — Qg)-
L'abaque représentatif des équations (9.30) & (9.34) est tracé sur la
figure 231 pour les valeurs choisies des paramétres et des fonctions
arbitraires. On a supprimé la famille de droites verticales attri-
buées & la variable auxiliaire a.. Les arcs de cercles en pointillé figurent.
la solution de l'exemple numérique: o, = 0,8, oy =0,2, oy =
=a, =1, a5 =0,5, 05 = 1,5; réponse aq =9




CHAPITRE 10

METHODE " DE CONSTRUCTION
DES ABAQUES AU COMPAS ADAPTES

§ 10.1 Déduction de la forme canonique
représentable par un abaque au compas adapté

Au § 8.6, on a montré que l'abaque au’compas adapté de la }
figure 210 était représentatif d'une équation i six variables de la

forme

f12 + fla =f45 + f46-

abaque au compas adapté.

“Déduisons maintenant la forme (10.1) par un autre procédé qui .

donne les équations des éléments de 1’abaque. Supposons qu'un tel

Y
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LN S U WY A A Ay A A A A,

& A Y
L A A A A A
\\\‘{5\\\\ / ‘/2’6//
L W P W A A A Y A A

@ AT\ 112
D A A Y I

0o -

A

Fig. 232, Schéma d’un abaque adapté au compas pour la forme fys + f13 =
= fs5 + fad!

abaque a déja'été construit (fig. 232). Disposons lesystéme de coordon-
nées zOy de telle sorte que 1'axe Oz soit parallele aux droites o,

et o,. Soient A4, B, C et D des points des champs binaires dont les -

cotes vérifient 1’équation (10.1). En vertu de la clef on a AB =CD.
Par ailleurs AB || CD || Oz. Soient £4, Y4, gy Yy Tcy Yor Loy Yo
les coordonnées respectives des points A, B, C et D. Les conditions
AB = CD et AB || CD,|| Oz se traduisent par les relations suivantes

1 4§ 10.2]

| dans la premiére relation,

(10.1)

La relation (10.1) sera dite forme canonique représentable par un

ABAQUE POUR LA FORME CANONIQUE fia + /1, = fas + fas 235

| entre les coordonnées des points A, B, C et D:

Ty — &y =Tp— ¢y Ya =Yp Yo =Yo
En posant
Ta;=rFua %p = —f13 Tc =l Tp = —fas

on obtient la forme canonique (10.1).
Posons les ordonnées J 4 et y 5 égales & une fonction arbitraire 7'y (ay),
ot les ordonnées y¢ et yp a une fonction 7'y (a.y). Les équations des
éléments de l'abaque représentatif de la relation (10.1) s'écrivent
{les indices des coordonnées ont été omis)

: champ (o, @)

T =f Yy =T1;

champ (o, a3):
z =—fs Yy =T

champ (oy, @p):
; : : T =[50 Yu= Ty

champ (cg, a):
T =—fiecx Y =T4

§ 10.2. Méthode de construction d’un abaque
au compas adapté pour la forme canoniquef

frz + f13="Fus + i

JIntroduisons dans les équations des éléments de 1'abaque les
pﬁramétres auxiliaires de transformation a,, a, a’ et m et d,e,uX fopc—
tions arbitraires R, et R, Transformons identiquement 1'équation
(10.1) -

fag + m (it BRI + [—ap —a + m (f1s — R)) =lag +a’ +
Lom(fs + B+ [—ag—a" —a+m (fae — RO
La nouvelle équation est dela méme forme que 1'équation initiale, i.e.
| fio+ Fra=11s + e

Dans cette équation les nouvelles fonctions f_m,. fiss fas €t fie dépen-
dent des paramétres et des fonctions arbitraires:

fiz=ao+m (fiz+ Ry, fiz= —lag+a-+m(—fiz+ Ryl
Fomaota +m(fis+ R Jao=—lao+a +atm(—fi+ Rl

Les nouvelles équations des éléments de l'abaque s'écrivent?

champ (oty, Gg):
z =ay+ m(fra + Ry, y =Ty
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champ (o, otg):

x=a0+a+m(-—f13+Rl), y =Ty,
champ (a,, 05):
x=a0+a'+m(f45+B4), 5U=T4;

champ (oty, ae):

x_—_ao—{—a’+a+m(—f4e+34),

La projection d’un abaque au compas
quatre paramétres a,, a’,

y = T4

nées. Les paramétres a et a’
de lignes oz et o, dans le sens de ’axe des abscisses Ox. Une fois les
paramétres a,, a et a’ retenus, on met en place la famille de lignes

inconnue g Les variations du parameétre m se traduisent par une |
contraction ou une dilatation des familles de lignes o, o3, @'}

et o dans le sens de 1'axe Oz.
Les fonctions arbitraires T, et T, décrivent les lois de distribu-
tion des droites paralléles o, et o, Dans le plus simple des cas on

Les fonctions T, et T, s'écrivent alors
T1=b0+b+noc1, T4=bo+pa4,

ol by, b, n et p sont des paramétres.

Par un choix convenable des fonctions R, et R, on peut attribuer’

aux familles de lignes a,, g, o5 et og une forme plus commode
a 1'usage. Dans le cas le plus simple on peut poser R,

ou R, = 'T, et R, =8"T,, ou d'et & sont des parametres.

Considérons les formes canoniques suivantes qui sont des cas |

particuliers de la relation (10.1):
a) forme 2 trois variables:

fr2 = Ta (10.2)
fr =12+ fa (10.3} §
b) forme a quatre variables:
fr2 = f3a (10.4) |
fie + hs =Tar (10.5)
fre =Js + fa (10.6)
fi +fa =13+ fa (10.7)

implique le choix| des {
a et m et des quatre fonctions arbitraires {-
T,, Ry, T,et R, Le paramétre a, positionne I’origine des coordon- |
permettent de déplacer les familles §

1 les fonctions de la forme

:OetB4 =04

§ 10.31
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¢) forme & cing variables:
fiz = fas + fae (10.8)
fra + fiz =fa + fs (10.9)
fr+fa+fs =fa+ 15 (10.10)
d) forme A six variables:
fia + 13 =fas + for (10.11)
fio + s =fa+fs + for (10.12)
fr4+fat+is =Ffa+Tfs+Tfe (10.13)

xJ Pour déduire les équations des éléments des abaques représenta-
tifs des formes (10.2) a (10.13), il faut réduire ces formes a la forme
(10.1) et déterminer les fonctions qui y figurent. Pour distinguer
(10.1) de celles deg__for_n_19s_§10.2)_é (10.13),
on les coiffera dans la suite d’une barre: fig, fiz fas €t fa6-

§ 10.3. Abaques au compas adaptés pour
formes canoniques 2 trois variables

- Abaque représentatif de la forme fi2 = f3. Mettons (10.2) sous
peut prendre des familles de droites a;, et a, paralléles équidistantes. |

la forme
0+ @ (fr)) =0+ D {fa), (10.14)
y
I @,
[ 4 / [ [/
R 1’4’ / / /%
“ NS
N7/ 77 777
| -
| 1 A T T,
0 1 11 l[l 1 1 ial 1 >

Fig. 233. Schéma d'un abaque adapté au compas pour la forme fio = f3
ot @ est une fonction quelconque. Une comparaison de (10.14)
et de la forme (10.1) donne

Fz=0, Fa=®(f12) Jus=0,

Les équations des éléments de 1'abaque
ligne I (échelle oy):

fis== D (fa)-
(cf. fig. 233) s’écrivent:

z =a,+mBRy, Y= Ty
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champ (ay, O):
$=ag+a+m[—(p(f12)+R1]a y =Ti;
point fixe (la fléche verticale):
T = Qg + a', Yy = 01
échelle ag:

z =ay+a +a—mb (), y=0.

Représentation de la forme fi = f5 -+ f3. Ramenons la forme
(10.3) a la forme (10.1) f; —f, =0+ fs.

D’ou il vient

712=fn 7713=‘—f2, ﬁ520, 7&6=f3-

YA
2 z,
F:t[—%iT
RS
a.
0 tl[lllla|ll|l¢
fe— ¢ —— z

Fig. 234. Schéma d*un abaque adapté au compas pour”la} forme f; = f, + fs

Les équations des éléments de l’abaque (cf. fig. 234) s’écrivent :
échelle o,: ‘

T =ay+ mfy, y =0b;

échelle a,:
z =ay+a-+mfy, y==0;

point fixe (la fléche verticale):

z =ay,+d, y=0;
échelle og:

z =a,+a +a—mfs y=0.

Exemple 68. Tracer un abague au compas représentatif de” la

forme (2.7), ot 150 < T < 190 cm, 20 << A < 80 ans, NNLP L
< 95 kg.

Ramenons la formule (2.7) & la forme (10.3)
—0,25 (4 — 20) = 0,75 (T — 150) — (P — 50).
Posons

fi = —0,25 (4 — 20), f, = 0,75 (T — 150), f5 = — (P — 50).
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Les équations des éléments de 1'abaque s'écrivent :
échelle A:

z =a,— 0,26m (4 — 20), y =20;
échelle T':

z =a, +a+ 0,75m (I — 150), y =b;
point fixe (la fléche verticale):

z =a,+a, y=0;
échelle P:

z=ag+a +a+m(@P—50) y=0
L’abaque représentatif de ces équations pour les valeurs m = 2 mm,

4 =30 mm, b =30 mm, ¢ = 20 mm,fa’ = —30 mm est repré-
Y
‘ A, anndes 7. cm
g0 60 40 20 130 160 170 180 190
111[TIKIT}1LT I"IITLLl_L’Ii“TIIIJ_T
\ ‘F L {
P. xg
30 60 70 80 90
T Lo T\ S T | r | LT L1l
[ E— / <

1 Fig. 235. Abaque construit d’aprés le schéma de la figure 234 pour la formule (2.7}

senté sur la figure 235. Il donne la solution de l’exemple numérique :
A =35 ans, T =170 cm; réponse: P = 69 kg.

§ 10.4. Abaques au compas adaptés pour
formes canoniques & quatre variables

Représentation de la forme f12 = f3.. Mettons (10.4) sous la forme
04D (f12) =0+ @ (f31), (10.15)

ol @ est une fonction arbitraire. La comparaison de l’équation

(10.15) et de la forme (10.1) donne 7,2= 0, 713 = D (f12), fas =0,
fio = © (fso)- Les équations des éléments de 1’abaque (cf. fig. 236)
s'écrivent :
ligne I (échelle oy):
$=00+mR1, y=T1;
champ (oty, op):

$=ao+a+m[“(p(f12)+31]a y =Ty
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ligne II (échelle oy):
z =ay+a +mRy y =T3;
champ (a3, o4
x=ao+a'+a+m[*®(fs4)+]?3], y =T,

Représentation de la forme f12 + f13 == fi. Mettons (10.5) sous ‘

la forme f15 + fi3 =0 + f, et comparons avec (10.1).
Il vient f1p = f12s f13 = f130 fas =0, fuo =74

o @
[/ /
@,

1 [T 111 r7

il &,
/ vy
« AN l///L/7[///
=

o g

Fig. 236. Schéma d'un abaque adapté au compas pour la forme fy, = f54

Tk
a, ;
\ / A4
N N s vl A A a9 7
, i(\\\ /
WAV 77777
R 177 77
,
L i Ol
0o S — LJ]’ >

Fig. 237. Schéma d’un abaque adapté au compas pour la forme fiz + f13= fa

Les équations des éléments de 1’abaque s’écrivent (cf. fig., 237): |

champ (oty, op):
x =ag+m(fs+ Ry, vy =T
champ (o, ag):
x =ay+a+m(—fis+ R)y y=1T4
point fixe:
x=ao+a'| y=0;
échelle o,

z =a,+a +a—mf, y=0.
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La relation (10.5) est susceptible d'étre représentée par un abaque
A points équidistants avec une échelle des centres o, et des champs
des intersections (ay, oy) et (&g, @3). Seules w, ou @z peuvent &tre

' inconnues contrairement & un abaque au compas ol toute variable
© peut 1’étre. '

Représentation de la forme fis = f3 + fi. Mettons (10.6) sous

la forme

0+ f12 = fs + ]c4-‘

| Une comparaison avec (10.1) donne:

712 =0, 713'=f127 745 :fsv. 746 =7

- Les équations des éléments de 1'abaque s'écrivent:

ligne I (échelle o;):
z =ay+ mRy, y =1
champ (ctq, @q)t . : T
g =ag+at+m(—fu+R), y=7"s;
échelle oj:

z =a,+a +mfs, y=0;
échelle o, : :

Lz =ay+ a + a—mf, y=0.
L’abaque est représenté sur la figure 238.

” I ‘,cz'g‘/
Y 777777
@, _\ l//,/l////
, '“'3 ; ;3'47
0(!\ [ RPN O T A P O A A | >
- [ ;.“ <

- Fig. 238. Schéma d'un abaque adapté au compas pour la forme f;3 = f3 + fu

On remarquera que la forme (10.6) est susceptible d’8tre également
représentée par un abaque a points équidistants & champ des centres
(0, @) et & échelles des intersections oy et o,. Les variables incon-

- nues sont ici az ou oy

Représentatfon;de la forme f1 + f2 =13 —+'-‘f4. Une comparaison
de la forme (10.7) avec (10.1) donne R

- Faa=t, fiz="Ta Fis=Ts fie=/lu

16—049
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Les équations des éléments de 1’abaque s’écrivent :

échelle ay:
g =ay+mh, Y =b;
échelle o, :
z =ay+a—mfy, y=2=0;
échelle og:
z =ay+a +mfy y=0;

échelle ay:

z =a,+a +a—mf, y=0.
L’abaque est dessiné sur la figure 239.
q
2, a,
LLLﬁA NN
[——)T—
=
s Z, ¢
0 | - Ol I S I B —
T >]

I { ] P

Fig. 239. Schéma d’un abaque adapté au compas pour la forme fy + fo = f3 - fi

4

Exemple 69. Tragons un abaque de ce type pour l'équation
(9.10) sur les intervalles 0,1 < uy, Uy, ug < 10, 0,1 < v << 10.
En prenant le logarithme de 1'équation (9.10) on la rameéne a la
forme (10.7):
—0,6 log u; — 0,9 log us = 0,3 log u, — (log v — log 2,5).
Posons

fl = _OyG log Uy, f2 = _019 ].Og Us, .f3 = 073 log Ugy

fa = — (log v — log 2,9).

Les équations des éléments de 1'abaque s’écrivent:
échelle uq:

z =ay,— 0,6mlogu;, ¥y =20;
échelle ugy:
z =ay+a—+ 09mlogus, y =b;
échelle u,:
z =a,+a + 03mlogu, y =0;

échelle v:

z =ay +a +a-+ mQogv-—1log20), vy = 0.

" §10.51
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L'abaque représentatif pour les valeurs m = 50 mm, b = 35 mm,
ty, = 30 mm, a = 105 mm, a' = —D5 mm, est tracé sur la figure 240.

)
u, u;
09 109 0.4 0 02 0,9 | 2 9 10
Tlllllll L TllllllLJ\ T Tlll!l l!]llll"lIlVllllll[l}l[
{
I {
llz 7]
01 1 10 01 0,2 0,9 i 2 9 10
0 Ll t Yllllllllllll!llTIlll'l!llll,—JlllT
< l > T

Fig. 240. Abaque construit d’aprés le schéma de la [igure 239 pour la formule
v = 2,5uuf3u?®

11 propose la solution de ’exemple numérique : u; = 0,2, u, = 0,7,
‘uy = 1,7; réponse v = 5,4.

§ 10.5. Abaques au compas adaptés pour
formes canoniques a cing variables

Représentation de la forme fis = f3s + f35. Mettons (10.8) sous

" la forme

0 +f12 :f34 +135

et comparons avec (10.1). Il vient

712:01 f—i:a:ftza ﬁs.:faln .746:f35-
Les équations des 6éléments de 1’abaque s’écrivent:
ligne I (échelle ay):
x =ay+ mRy, y =Ty,
champ (&g, ®,):
x=ay+a+m(—T+Ry),
champ (a5, o4):
T =ao+ d +m(fs+ Ry),
champ (a3, as):

x=a0+a'+a+m(—f35+}i’3),

y="Ty;

y = Ts;

y =T,

- L’abaque est tracé sur la figure 241.

11 a l'avantage d’étre a résolution totale, i.e. de permettre le

| calcul d'une variable quelconque pour des valeurs données des autres.
-} Ainsi on peut déterminer la valeur de a; qui correspond aux valeurs

6*
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données. des autres variables. Dans un abaque a points équidistants
ce probléme se résout par titonnement.

” I @
T l[l// II I[ I[ 1/ LA
“13“x //////”74‘#7
N A A
a, 25
ALY ([ [ [ ] i VAV
. 4 7, . v
5 P = A A I
A e v v s

e

Fig. 241. Schéma d’un abaque adapté-au compas pour la forme f;; = fas —l:jaﬁ :

Représentation de la forme fis + f13 = f1 + f5. Ramenons (10.9)
a (10.1) en posant

f_izz_fizv 713?]‘1:% 745:‘f47 ﬁ6:f5-
”\ ' @ @

Iig. 242. Schéma d'un abaque adapté au compas pour la forme f» + f13 = ;

C=Jyt+ 15

Les équations des éléments de 1’abaque s’écrivent:
champ (a,, a,):

z =a, + m (f1, + Ry),

champ (a;, o3):

y = Tq;

z=ay+a+ m(—f;3 + Ry, y =Ty
échelle o, : ‘

z=a,+ a + mfy, y=0;
! échelle (e %3 v . | S : i
: ez =ay+ad ta—mf y="0
I.'dbaque est tracé sur la figure 242. ~ -

§-10.5]
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A signaler que 1’équation (10.9) est représentable par un abaque

. A points équidistants a champ des centres (ay, ;) et & champs des
. intersections (o, @g) et (@, ag). Mais seules a, et ag peuvent étre

inconnues.

Représentation de la forme f1 + fo2 + I3 =1/ru + f5. Ramenons

: la forme (10.10) a la forme (10.1) en posant

f_iz:f1+fzv 713:f3a ﬁﬁzflu 746=f5-

Les équations des éléments de 1’abaque sont:
champ (o, @y):

$:ao+m(f1+f2+ﬂ1)a y“—“wTﬁ

champ (o, @3):

x =a,+ a -+ m(—f3 + Ry, y =Ty
échelle oy
z=ay+a +mf, y=0;
échelle oy: ;
z=ay+a +a—mf, y=0

L'abaque est encore celui de la figure 242.

Par un choix judicieux des fonctions R; et Ty, on peut toujours

-} transformer les familles de lignes o, et a3 en familles de droites
© paralléles. Il suffit de poser

Ty = b+ nf;, Ry = 6fy

ol b, net 8 nt des paramétres. On obtient les équations suivantes

- des champs binaires qui mettent en jeu ces familles:

champ (oty, @):
$=ao+m(f1+f2+6f1), y = b+ nfy;
champ (¢, o3): ‘

x=a0+a+m(—f3+6f1), y = b+ nfy.

' En éliminant la fonction f; entre les équations du champ binaire

(ay, @), on obtient I’équation de la famille de droites paralléles a,:

= m (1-+9) Y+ M+ ag— mb(’1l+6) )

n

De facon analogue, en éliminant la fonction f; entre les équations
du champ binaire (o;, as), on déduit I’équation de la famille de

- droites paralléles oy

"y mfatag+a— T2

X =

n
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§ 10.6] ABAQUES POUR FORMES CANONIQUES A SIX VARIABLES 247

Le‘paramétre 8 peut étre choisi tel que les familles de droites |
paralléles a, et ay coupent les familles de droites horizontales a, }

sous des angles qui soient les plus proches d’un angle droit. Il en

9)
@, %3
. —7
a RN Y ys
N AN LA
£z @s
L4 1l
00___4_|_|T4 ) /ALll::]I\'llIll >

Fig. 243. Schéma d’un abaque adapté au compas pour la forme f; 4 f, + f5 = |

:f4+f5

sera ainsl lorsql}e ces angles, et partant, leurs tangenles seront
numériquement égales mais de signes contraires. Ceci se traduit par |

n _ n
m(14+8) —  m& -
D’ou il vient § = —0,5. L’abaque correspondant est celui de la

figure 243. Les équations de ses éléments s’écrivent:
champ (o, a,):

z = a, + m (0,5f; + f,),

champ (a,, aj):

z =ay+ a+ m(=0,5f —f3), y=70+ nfy;

échelle a,:

y =0b -+ nf;;

z=ay+a +mf, y=0;
échelle ay:

r=uay+a +a—mf;, y=0.
§ 10.6. Abaques au compas adaptés pour
formes canoniques a six variables

Représentation de la forme fio -+ f3 =[5 R
forme (10.11) a la forme (10.1) 1én poszant ts + /5. Ramenons

-f—12=f12, 713=f3, 745:f45, 746'=f6°

Attribuons les variables a; et a, & des familles de droites horizonta- |

les. Les équations des éléments de 1'abaque s’écrivent alors:

champ (cty, @y):
x:a0+m(fl2+R1)7 y = Ti;
champ (o, og):
z =ay+ a-+ m(—f3 + Ry, y =T
champ (otg, @5):
x=a,+a + m(fy+ Ry,
champ (og, Qg):
z=a,+a +at+m(—fo+ R) y=Ts

L'abaque est dessiné sur la figure 232.
Si 1'on pose

y=T4;

R, = 6T, et Ry =208"T,,

ot &' et 8” sont des paramétres, les familles de lignes a; et og se
transforment en des familles distinctes de droites paralléles.

Représentation de la forme fi» + f3s =1 +f5 + fe. Ramenons
la forme (10.12) & la forme (10.1) en posant

fio=r12, Tis="fs fis=Tu+Ts Fie= for
Dans le cas ot les variables o, et o, sont attribuées a des familles
de droites horizontales, les équations des éléments de 1’abaque
s'écrivent :
champ (@, @s):
x=a0+m(f12+Rl), y =Ty
champ (o, o3):
x:a0+a—{—m(—f3+Rl), y=T;
champ (a4, @)
x:ao+a'+m(f4+f5+34)y
champ (oty, o):
z=a,+a + a+ m(—fs+ Ry, y=1T,

En posant

y=Ty;

Hl—;éfl’ T1=b0+b+nf11
R, = —0,5fy, T4 = b+ pfa

ot 8, by, b, n et p sont.des parameétres de transformation, les famil-
les de lignes aj, a5, o se transformeront en des familles distinctes
de droites paralléles, telles que les pentes des droites as et asg seront

égales et de signes opposés. Les équations des éléments de 1'abaque

s’écrivent : W omner

i

P
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champ (o, @y): ) o Si, comme plus haut, 1’on pose
o z =ag+ m(frs + 6f), y=0by+ b+ nfy; Ry = —0,5f;, Ty = by + b+ nfy,
amplal, o) : | R, = —0,5fs T = b+ pla
r=ag+a+m(—fs+ 6f1), y=0by+ b+ nf; ol by, b, n et p sont des paramétres, les équations des éléments de
champ (a,, @;): Labaque s’écrivent: :
z=ap+a +m 0,5/, +f), y=20b,+ P]:? champ (o, da):
champ (a4, ag): z = ay+ m (0,5, + fa)s y = by + b+ nfs;
z=ay+a + a+ m(—fs — 0,5f,), y = by -+ pfs- champ (04, @3):
L’abaque est dessiné sur la figure 244. z = ay + a+ m (—f3 — 0,5f1), y=b;+ b+ nf;
“ > & e 4 m (0,5 + 1) be + pf
N VL W Lf g g g g )] z=a-+d m (U,0], 5)s Yy = 0y Plas
a; NS —— (T . champ (ctg, o )
AV [T 1T p (G4 Q) |
z, ‘ z 2 =a,+ a +a+m(—fs—05f), ¥ =bo+ Pla
» / Cet abaque n’est constitué que de familles de droites paralléles
A AV . 74 y _
A e A 2, 2, .
0 3 5 0
Jo- s L7 AVEVENEA
Fig. 244. Sch “ 7 Af ReRR Y
Fig. . Schéma d'un abaque adapté au compas pour la forme f;5 + f5 = ‘ [/ A
=fa+fs+ 1o s 777777 IMMNNY
Représentation de la f fi4 fot+1s ' § ’ 0 /2/5 £ 20 15 \m = \5 0
1 forme 1 2 3 =f1 45 + fo. Rame- | @5 %
s 2 o (1619 1 e 100 o0 poend N NS ]
. 3 iy s d !
] Tn=htTn fu=fn fu=fitfs fu=fo “ 'é\\ N /77777 ?77///////////5%’
Les équations des éléments de 1’abaque s’écrivent dans le cas ou 0 V77777 77777777777777777 5
0 Z

1eS var lables OL, t a4 p p
e sont re Iesentees ar deS faIIlllleS de dl oltes
] . - X K g .

champ (ay, a,): ,
y=T;

z=a,+ m(fy + fo + Ry,
champ (e, @3):
. :v=a.,—}—'a+ni(—f3+Rl), y=1T;
champ (a,, «j):
x;a0+a,‘+m(f4+f5+R4)y y=7T,;

champ (o, ag):
z=ay+a 4+ a4+ m(—fs + R,

’ y=T,.
L’abaque est celui de la figure 232. :

Fig. 245. Abaque adapté au compas pour la détermination de oq par la formu~
: T e g = oy | op+ oz @ %5

telles que les pentes des droites a, et a; sont égales et de signes con~
traires de méme que les pentes des droites a; et dg.
Exemple 70. Représentons la formule

‘ a6:a14‘az+“3+“4+°§5
par un abaque de ce type sur les intervalles 0 <C oy, g, O3, Olys

oy < 5, 0 << as < 25.
~ Ramenons la forme (10.16) & la forme (10.13)

oy -+ oy + Ay = —oy — dy + e,

(10.16)
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§ 10.71 ABAQUES POUR SYSTEMES D*EQUATIONS 251

en posant

f=aq, fo = oy, fs = ag,

fo=—ay [5=—0s5 [fi= .
L’abaque représentatif pour a, =0, ¢’ =0, ¢ = 110 mm, m =
=5 mm, by =0, b = 37 mm, n =5 mm, p = —5 mm est des-

siné sur la figure 245. Les points 4, B, A’ et B’ correspondent a la

solution de l'exemple numérique: a; = 3, g = 3, a3 = 2, a, = |
1 2 3 4

= 4, ay = 3; réponse ag = 15.
5 P

§ 10.7. Abaques au compas adaptés pour
systémes d’équations

Les abaques au compas se prétent bien a la résolution du systéme

d’équations
fiet*t fis="Fas+ fas = = fa-s, n-a + fn-5, n-s =
Signalons un cas particulier spécial de ce systéme

et fhh=futlh=...=/ 1+ In (10.18)

Considérons la représentation nomographique du cas particulier

du systéme (10.17)
f12 + f13 = f45 + f46 = ].78 + f79 (10-19)

et du cas particulier du systeme (10.18)

f12+f3 :f14+f5 = fis + fa- (1()-20)

Représentation du systéme (10.19). Mettons-le sous la forme :

f12 + f13 = f45 + f4ﬁv f12 + f13 = f7s + f79-

Ces équations sont susceptibles d’étre représentées par des abaques
au compas dans lesquels les champs (oy, @,) et (@, aj) peuvent
toujours &tre identifiés, puisque les premiers membres sont les mémes.
‘Ces abaques peuvent donc étre superposés de telle sorte que leurs
champs identiques viennent en coincidence. On obtiendrait alors
I’abaque de la figure 246. Si 1’on désigne par 4, B, 4’, B’, A" et B’
des points des champs binaires, dont les cotes vérifient le systéme
d’équations (10.19), alors le mode d’emploi de 1’abaque découlera
des égalités
AB = A'B' = A"B" =1

Ce qu'il y a de remarquable dans cet abaque c’est qu’en résolvant

le systéme d’équations qu’il représente on définit une fois pour toutes

= foeg, o1+ Fncaine  (10.47)

I'écartement du compas & 1'aide, par exemple, du premier groupe
de champs binaires (a;, o) et (o, ;). En outre, dans chacun des

2, %
!/1 NGV Ao
2,4 B
R——————l————ﬂ\
\ &g \ @
AN [N L]
“4 AI B/
a, (/'R———l——Pll a,
\ [ L L
i wmvaw 1717777
7 7 8
AT "1
’ [ —> .

Fig. 246. Schéma d’un abaque adapté au compas pour le systéme d’équations

fiz + f1s = fas & fas = f1s -+ fro

deux groupes de champs restants, on peut déterminer n’importe
quelle variable. ’ o

Les équations des éléments de 1’abaque s éerivent :

champ (a4, a5):

x=do+m(f1z+31)a y = Ty;
champ (a4, as3):
::a0+a+m(—f13+Rl), y=Ti;
champ (otg, o5):
T = Q +a" + m (fes + Ry)y Yy = Tys
champ (g, Qg):
x=00+a'+a+m(—f4G+R4)v y=T4;
champ (aq, og):
z =a,+ a" + m(f1s + R, y = Tq;
champ (aq, oy):
z=a,+a"+a+m(—fn+ R y=T

Représentation du systéme d’équations (10.20). L'abaque re-
présentatif du systéme d’équations (10.20) est celui de la figure 247.
Il a ceci de particulier que les familles de lignes horlzontales a
sont impliquées dans tous les champs binaires. Soient 4, 'B., .A ,
B, A"et B” des points des champs binaires, dont les cotes vérifient
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le systéeme (10.20). La clef de I’abaque découlera alors des égalités ‘

AB = A'B" = A"B" = L
Ces égalités entrainent

AA' = BB, AA" = BB", A'A" = DB'B".

% x‘\zzx\ '114’;/\?’4\\ ’/Vla'lsj \x6 il
NN /RN 7777
f A B A [24 A" B
PR R iy S Py
06

-

Z
Fig. 247. Schéma d’un abaque adapté au compas pour le systéme d’'équations

fiz + f3 = f14+f5 = f16 1+ f7

Les équations des éléments de 1'aba NG
ue sont
tableau 33. q consignées dans le

Tableau 33
Champ cham
Coordonnées p champ champ champ champ
(g, o) | (@, @g) | (0, o,) (2, ag) (o, o) @, o)
f'12 —f3 f1a —fs fie —f,
Yy 7 1 Tl T1 Tl T1 T1

Transformons identiquement le 8 'é i

. . systéme d’équations (10.20) en
y mtrodulsgnt les paramétres de transformation a,, a, a’ a’? m
et les fonctions arbitraires Py, Q;, R,, S;: C

[ao+m(f12+P1+Ql)]+[_ao—a+"'b(f3—()1)]=
=[a0+a'+m(f14+P1+R1)]+[~a0—a’——a+m(f5—-Rl)]=

= lag+ a"+ m (fis+ P;+ Sl + [—ag—a"—a+m (fr — Syl

Les nouvelles équations des éléments de 1'abaque s’écrivent:
champ (o;, a,):

T =ay+ m(fi; + Py + Q1)

champ (a,, aj):

x=00+a’+m‘(_f3+01)1 y=T;

y=T;
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champ (a;, o4):
x=a0+a’+m(f14+P1+R1),
champ (o, o3):
x:ao+a’+a+m(—f5+R1), y =Ty
champ (o, @):
$:ao+a”+m(f16+1)1+51)’ y = Ty;
champ (oty, a7):
z=a,+ a" + a+ m(—f+ S

Pour construire 1’abaque il faut choisir les parametres de trans-
formation et les cing fonctions arbitraires Py, Q1 Ry, S,, T;. Si
I'on pose Q, = Ry = §; = 0, les familles de lignes a3, a5 et oy
seront des familles de droites verticales.

y=Ty;

y=T;.

§ 10.8. Abaques au compas adaptés composés

Un abaque au compas composé est susceptible de représenter une
équation de la forme

f12+f13’%—f145+‘f46+ L ”}_,fn—:'). n—4+fn—5,n—3:'

= [n-2, n—1 A fr-z e (10.21)
Considérons 1’abaque représentatif du cas particulier de 1'équa-
tion (10.21), ol les variables sont au nombre de neuf

fia + f13 + fas + fas = fas -+ fro- : (10-22)
Dissocions cette équation par 1'intermédiaire de la variable auxi-
liaire o: .
f12+f13+f45:a7 o 4 fag = fr1s + fro-

Mises - sous 1a forme

fio + fiz = —f4 F 2y, —a — fao = —f1s — fo

ces équations sont représentables par deux abaques au compas ayant
en commun le champ binaire (et,, @), i.e. un abaque au compas com-
posé. Celui-ci est représenté sur la figure 248. Les équations de ses
éléments, sjécrivent:

champ (o, @):

=gt mlnt R) oy =T (10.23)
champ (o, ‘oa): i

z 27 '_*E"‘a* +m (—fs + R, y=Ts; (10.24)
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champ (a4, a;):

x=ay+ a + m(—fp + Ry, y=T7T4; (10.29)
champ (o, @):
z=ay+a +a* +m(—a+ R, y=17T,; (10.26)
champ (a,, ag):

z=ay+a + a* +a** +m (fs + Ry, y=T4; (10.27)
champ (o, ag):

r=ay+a +a* +a"+m(—fs+ Rq), y=T7; (10.28)
champ (a7, ag):
r=a,+a +a*+a”"+ a** +m (fro + Ry), y= T, (10.29)

C’est un abaque a résolution totale.

9‘ &. c&’a
AN YAY
. e \\ //A’ 77
AT T

o =

Fig. 248. Schéma d’un abaque adapté composé au com r 16 i
pas pour ’équation
+ fis + fas + fag = fr1s + frs hatt
Exemple 71. Tragons un abaque de ce type pour 1’équation
09 = 0 + &y + g + &g + X5 + %+ 07 - O (10.30)

sur les intervalles 0 < oy, @y, a7 << 1; 0 <C oy, Q3 Upy A
<2'0<a9<13 S 11 4 T 1 S5 29 3 13 6 a8<
Mettons 1’équation (10.30) sous la forme

(o + @y + ag) + (e + a5 + ag) = —og — ag + &
et ramenons-la a (10.22) en posant
fia = ay + @y, fiz = a3, fas = g + @5

fas = g, fis = —ag — ag, [ = .
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Soient &, o et aq les variables qui se répétent. L’abaque est tracé
sur la figure 249. Pour le construire on a adopté les valeurs suivantes.
des paramétres et des fonctions arbitraires dans les équations (10.23)
2 (10.29): m = 8 mm, a, = 38 mm, a* = 60 mm, a’ = —18 mmn,

!/ﬂ\

ol o 7 . 01z
1) - :
2, 7 z
0 0 2 07 H @y -~ 19
1 ~
a;
0 3 Z

Fig. 249. Abaque tracé d’aprés le schéma 248 pour le calcul de ay par la formule:
0‘9:051'}“052”{'@3"{‘0641&”065’{‘@6‘}‘0574‘(18

** — 35 mm, @’ = —80 mm, T, = 48 + 1204, Ty = 24 + 12ay,
T, = 120, Ry = —0,60y, Ry = 0,5a,, Ry = —0,5a;.  L’abaque
donne la solution de l'exemple numérique: o = 0,5, a, = 0,5,
as = 1,5, o, = 0,5, oy = 0,5, ag = 0,5, a; = 0,5, ag = 0,5; ré-
ponse @y = O.

Dans I’abaque de la figure 249, au lieu d’un compas on peut se
servir d'une bande de papier sur laquelle on aura porté des traits.

Fig. 250. Bande de papier suppléant au compas pour la lecture de 1'abaque de:
la figure 249 (les points 4, B ¢t € correspondent a 1’exemple numérique)

correspondant a la distance entre les points donnés des champs.
binaires. La figure 250 montre la bande de papier correspondant
3 lexemple numérique cité. Le segment AB est égal a la distance
entre les points donnés des champs binaires (o, oy) et (@, @),
le segment AC & la distance entre les points donnés des champs binai-
res (otg, o) et (g, ag). Le segment BC fait connaitre la réponse oy




CHAPITRE 11

ABAQUES BARYCENTRIQUES

§ 11.1. Transformation des abaques a points
alignés a échelles paralléles en un abaque
barycentrique

Considérons I’abaque a points alignés a échelles paralléles repré-
sentatif de 1’équation
U & vy = Vg, (11.1)

dans lequel 1’échelle v, est équidistante des échelles vy et v, (fig. 251).
Les équations des éléments de 1'aba-

¥ . que s’écrivent:
N B 0, échelle vy :
4] Vs 8 o z=0, y=u;
E B '/’/ - échelle v,:
. Uﬁ;/ o z=1, Y=y
. /// - C échelle vg: _
A~ ok : z = 0,5, . y = 0,5 Vg,
0,5 —>f=—05 —F Lg mode d’emplqi de l'abaque
B B entraine que des points 4, Bet C

g des échelles v;, v, et v3 sont alignés

N , , % si leurs cotes vérifient 1'équation

Irig. 251. Schéma d'un abaque & (14 1) Par ailleurs AC = CB. Donc
points alignés pour 1'équation . ” er o7

by -+ vy =.vy dans lequel l'échelle 1e point cherché C est situé sur un

vy est comprise entre les échelles méme alignement que les points 4

vy et vy et B et au milicu du segment AB.

. Cette propriété permet de remplacer

I’abaque a échelles de la figure 251 par un abaque constitué de trois

familles de droites paralléles, menées par les points de graduation

des échelles, perpendiculairement a leurs supports. Cet abaque est

représenté sur la figure 252. Les équations de ses-éléments s'écri-

vent: ’ : » ) ‘

famille v, :

Yy =71
famille v, :

RN
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famille vy:
y = 0,5 vs.

" Pour déterminer la valeur de v, correspondant d des valeurs données
“de v, et v,, on considére un point arbitraire A4 sur la droite donnée

g S 8

Oy

0o =

. TFig. 252. Schéma d'un abaque de I'équation vy - v, = vy, obtenu en remplagant
4 dans 'abaque de la figure 251 les échelles vy, v, ot vg par les familles de droites

paralléles vy, v, et vy perpendiculaires aux supports des échelles

uy us Uy

¥

Iy

{ .
O—
9 x
Fig. 253. Schéma d’un abaque de l'équation wu; - u, = uy constitué comme
l'abaque de la figure 252 doe familles de verticales uy, uy et ug

vy, un point arbitraire B sur vy, 011't1‘z1ce. ensuite le segment de droite
AB et on trouve son miliew C. La cote de la droite vy passant par C
fait connaitre vs.

Soit maintenant a résoudre en méme temps que I’équation (11.1)
I'équation similaire ’ v

- (11.2)

Représentons-la par un abaque du type de la figure 252, mais
avec des familles de droites paralldles verticales uy, u, et u, (fig. 253).
Les équations des éléments de l’abaque s’écrivent: -
famille u,:

Uy + Uy = Us.

T = Uy;

17—049
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famille u,:
T = Ug;
famille ug:
z = 0,5 us.

Les abaques des figures 252 et 253 tracés dans un méme systéme

de coordonnées Oy donnent 1’abaque de la figure 254, représentatif -
du systéme d’équations (11.1) et (11.2). Pour le résoudre nous allons
procéder comme suit. Le point 4 étant & choisir arbitrairement sur .
les droites données u, et v;, prenons-le & leur intersection. De fagon .

91
4 us Uy

e

Fig. 254. Schéma de ’abaque du systdme d’équations uy - ug = uz ct v; +
- v, = vy, obtenu par superposition des abaques des figures 252 et 253

T

X

4

analogue le point B est A 1'intersection des droites données u, et v,.
Tragons le segment AB; son milieu C fait connaitre u; et vs.

Supposons maintenant que Uy, Uy, Uy, Vg, Us, Ugsontides variables -

auxiliaires liées aux variables essentielles oy, oy, o3, Gy, OG5 €6 Og
par les relations

Uy = frg (Q1s Gg)s Us = faq (@) ®a)y  Us = fre (%5, %g)s

Uy = g1a (01, @), Uy = Zad®z %)y Vs = Zse (%5 %)
Le systéme d’équations (11.1) et (11.2) est remplacé alors par le systeme

f12+.f34:f561 ]1
g2+ 83a= gsee |

L’abaque de ce systéme s'obtient par la mise en place des champs
binaires (c;, ), (%3, O4), (s, o) dans lesréseaux (uy, vy), (Wg, Us)
et (us, vg) de 1'abaque de la figure 254. En éliminant ensuite les
réseaux attribués aux variables auxiliaires, on est conduit & 1’abaque
de la figure 255.

Les champs (o, a;) et (g, o,) sont dits champs exirémes, le
champ (a5, ®g) champ central. L'abaque de la figure 255 s’appelle

(11.3)

abaque barycenirique. Le systéme d’équations (‘11.3yse résout par

la localisation du milieu du segment joignant les”points donnés

4 .
0 z

Fig. 255. Schéma d'un abaque barycentrique pour le systéme d’équations f5 +
-+ faa = fses G121 €304 = €36

1 des deux champs binaires extrémes. Les équations des éléments
! de 'abaque sont consignées dans le tableau 34. Il est commode

Tableau 34
Coordon- | Champ extréme | Champ extréme | Champ central
nées (0y, Oa) (%g, Ou4) (a5, o)
z f1a fa4 0,5 f56
y 812 £34 0,5 gse

! de mettre ces équations sous la forme concise

x l f12 | f34 I {0,5 fss

y l g12 l 834 | 0,5 gs6

 L’abaque de la figure 255 peut étre construit directement a 1'aide
 des équations citées sans le concours des réseaux auxiliaires (uy, vy),
- (4, Uy) et (ug, v3).

§ 11.2. Méthode de construction des abaques
barycentriques

Portons dans les équations des éléments de l'abaque les para-
mdtres de transformation a,, a, by, b, Wy, Wy, O, et 8, A cet
effet transformons identiquement le systéme d’équations (11.3). Mul-

 tiplions la deuxiéme équation par 8., additionnons avec la premiére
17%
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et multiplions les deux membres de I’équation obtenue par it 1

By (frz + 8y g10) + B (Faa + 8x8sa) = Mo (F5s + 0 .&56)-

Multiplions la premiére équation du systeme (11.3) par 6,, ajoutons
2 la deuxiéme équation et multiplions par p, les deux membres de
I’équation obtenue:

Wy (0 yf12 + g12) + My (6yf34 4 gga) = Wy (Oyf56 + g56)-
Ajoutons les équations obtenues aux identités

(@ap — a) + (ao + a) = 2aq, (by —b) + (by + b) = 2b,.

On est conduil de nouveau & un systeme de deux équations s’apparen- ?
1 déplace librement sur une verticale. Grace

tant a la forme (11.3)
lag — a + px (f12 + Oy g10) + lag + a + py (fas + 8,g34)1=

= [an + Ma (f56 -+ 6ocg56)]| |

[bo — b 4 Uy (6y]‘12 -+ glz)] + by + b + Wy (6yf34 -+ g34)] =

== [Qbo -+ Uy (ayf% -+ g56)]'. i

Les nouvelles équations des éléments de 1'abaque sont définies par le
tableau 35.

Tableau 35
Coordon- Champ extréme Champ extréme Champ central
nées (g, Gy) (0, y) (as, 0tg)
z ag—a- \ ag+a-- ‘ ag—+ 0,50y (551 Ox8s0)
+ Wy (Fr2 -+ Ox812) i (f34 -+ 0x834)
y by—0b-- bo+b+- by-+ 0,51y (8y/56+ &s0)
—+ My (Gyf12+gx2) -y (6uf34+g:;4)

Pour construire I’abaque barycentrique, il faut choisir les para-
motres de transformation. Ecrivons tout d’abord les équations des
éléments de 1’abaque et analysons-les. Choisissons les valeurs des }°

# m et a sont des paramotres. La figure 257 représente une vogle cons-
truite pour m =95 mm et a =35. Le mode d’emploi est le suivant.

paramatres py, W,, Oy O, et tragons I’esquisse des champs binaires,

chacun dans son systéme de.coordonnées. A cet effet utilisons les

équations du tableau 35 avec ay = by = ¢ = b = 0. Mettons a profit

le choix arbitraire des paramétres a et b pour déterminer une position

convenable de deux champs binaires quelconques, les champs extré-

mes par exemple. Le champ central sera mis en place par résolution
d’un exemple numérique. Fixons ensuite un systéme commun de
coordonnées et calculons les valeurs aq, by, a et b des parameétres,
correspondant a la disposition choisie des champs binaires et du
systéme de coordonnées. Calculons ensuite définitivement et cons-
truisons 1'abaque.

Pour effectuer ces opérations on peut

¥ s servir d’un double décimetre ordinaire.

Le compas 2 trois pointes est tres com-

1 node (fig. 256). Les points M, N, K et L

figurent des articulations; MNKL estun
losange ; la pointe médiane du compas se

i ce dispositif les points 4, B et C sont

1 toujours alignés et AC = CB. Ce compas

- peul servir @ déterminer aussi bien le
{ point C que I'un des points A et B.
Pour positionner le point € on peut
également fabriquer une régle & un point
fixe et & deux échelles métriques, dont

point fixe:
échelle t':

échelle ¢”:

I T'une, t', a pour module 2 m et P'autre,
1 abscisses du point fixe et des échelles ¢ et L" sont données par les
1 équations:

z = 2m (t' + a);

z=m (" + a).

: Le mode d’emploi de l'abaque barycentrique (fig. 255) impligue
1 soit la bissection du segment donné lorsque le champ de résolution
| est le champ binaire central, soit le report suv une droite d’un seg-
{ ment égal au segment donné lorsque le
{ champ de résolution est l'un des champs
1 extrémes.

I'ig. 256. Schéma d’un com-

pas A trois pieds pour le posi-

tionnement du point de réso-

lution ¢ dans ’abaque bary-

centrique de la figure 255, A
et B &tant donnés

" a pour module m. Les

T ll_\
]
tl

* définit un point de cote t* sur 1’échelle ¢'.

Fig. 257. Reégle pour la détermination du point de résolution C dans Pabaque
barycentrique de la figure 255, A et B étant donnés

| Appliquer la rogle sur les points 4 et B de 1’abaque de la figure 255 de
telle sorte que le point fixe de colle-ci tombe sur le point A. Le point B
Iin face du point de I’échel-
le t” coté (* il faut repérer le point C et y lire deux réponses. Eu effet,
le mode d’emploi de la rigle et les équations de ses éléments entrai-
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nent

AB = 2m (t* 4 a),

i.e.

AC = m (t* + a),

AC = 0,5 AB.

Pour positionner le point B correspondant aux points 4 et C on

peut se servir d’un double déci-*
meétre et d’un compas comme le -
montre la figure 258. Plagons les .
pointes du compas aux points §.
donnés A4 et C et appliquons la

régle contre eux. Faisons ensuite }
pivoter le compas autour du point §

Fig. 258. Détermination du point de

résolution B correspondant aux points

A et C donnés dans I'abaque barycen-

trique de la figure 255 a 1'aide d’une
régle et d’un compas

C jusqu'd ce que l'autre pointe §

coupe la ligne en B.

Pour résoudre le méme pro-§

bléme il est conseillé de préparer
une régle & deux échelles métri-

ques et un point fixe (cf. fig. 259) -
sur laquelle on portera, a une dis- |

[ch. 11t

tance ¢ du point fixe, des échelles
métriques ¢ et ¢” de méme module mais de sens contraires.

Exemple 72. Construisons un abaque de ce type pour la déter-

mination de la vitesse et du niveau de 1’eau dans des conduites cir-

culaires [42].

o> 0>
lll\'l‘l!Ii(_—‘ i
1 ! l T .
10 0 0

£ 7

Fig. 259. Régle pour la détermination du point de résolution B correspondant }

aux points A ct C donnés dans l'abaque barycentrique de la figure 255

Le systéme d’équations s’écrit

v=CYVRi Q= oy (11.4) 1

ou les variables auxiliaires C, o et R sont données par les formules

c :’11_1{2.5 Vﬁ—o,13—0,751/§(1/5~u,1)’

o =d2[0,25arc cos (1 —21) — (0,5 —n) Vn—n3,

0.25 arc cos (1—21) —(0,5—n) V y—1n?
R=d : .
arc cos (1—21)

(11.5)

S ——
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"y oost la vitesse en m/s; Q le débit en md/s; ila déclivité;'n le coef-
1 ficient de rugosité; d le diamétre intérieur de la conduite en m;

le niveau d’eau dans la conduite.
L Les intervalles de variation sont: 0,010 <<n < 0,017; 0,06 <aK
0,5 m; 0,000 <Q L0, m¥/s; 0,000 LiL0,1; 01w <
3 m/s; 0,2 < <08 )
< Remplagons\lanpr\emiére formule (11.5) par la formule approchée

N

C=—R""4 @, d),

o
=

ot - 0 55d n-0,1)-1/6
(1, d)— (0,25dy2VR=018=0,18 VI (VA0 04,

L'erreur due 3 cette substitution ne dépasse pas 1 % dans les inter-
valles donnés de variation des variables n et d. Posons

£ () = 0,25 arc cos (1 —2m) — (0,5 —n) Vn—n?

0,25 arc cos (1—21) — (0,5—n) V n—mn? '
arc cos (1—2m)

gm=

Mettons le systome d’équations (11.4) sous la forme
v it A DER )20 Q= d2of (w)-

Prenons le logarithme de ce systéme puis ramenons-le a la forme

(11.3)

2/3 —
log %%+ log —A—(n’—%j—-—— = log [vg () z/3],

log Q — log d? = log [vf (m)]-
11 vient

A (n, d) d?3 —2/3]’
n

fro=10g1%% fau= log . [so=1og [vg (M)

gs6 = log [vf (M)]-

Sur la figure 260 est tracé 1'abaque représentatif des équations du
tableau 35 pour p, = 25 mm, W, = 100 mm, 8, =8, = 0, @y =
=a:‘)5mm,b0=b=—-—180mm. . \ .

Soit 4 déterminer m et v correspondant a Q = 0,02 m®s, i =
= 0,01, n = 0,013, d = 0,25 m. o ' ]

Tracons le segment de droite qui joint les points donnés des
champs (Q, i) et (n, d) et déterminons son Ifuheu. Le’zs cotes des
lignes n et v passant par ce milieu font connaitre les réponses 1 =
= 0,4; v = 1,15 m/s. La droite en pointillé figure la solution de
cet exemple.

gin=10gQ, gau= —logd*
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Fig. 260. Abaque barycentrique pour la détermination de m et v & partir du systéme d’équations (11.4)
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§ 11.3. Rattachement de certains cas particuliers
d’abaques barycentriques a des abaques adaptés
a points équidistants

Soit & représenter les cas particuliers suivants du systéme (11.3)

f12:f34*f45’ } (“ 6)
g12=g36 + 84 '
| fa s
Fra=Ts-+Tus )
11.8
812 =835 } ( )

Le trait remarquable des abaques barycentriques représentatifs de
cos relations est d’6tre aussi des abaques adaptés & points équidistants.

Fig. 261. Schéma d’un abague barycentrigue qui est en méme temps adaplé &
points équidistants pour la résolution du systéme d’équations fiy = [ -+ fa5,
: g1z = 836 T £a

Représentation de la forme (11.6). Mettons le systéme d’équa-
tions (11.6) sous la forme (11.3)
fs+Tis= iz, }
836+ &= 812
et écrivons les équations de son abaque barycentrique:

xz ‘ fa l .(45 ‘ 0,5 /12

Y I 836 l £a i 0,5 812

L'abaque est celui de la figure 261. Des équations des éléments il
s'ensuit que les familles de droites paralléles oy et ay sont perpendi-
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culaires. En se coupant elles constituent le champ orthogonal (o,
@,). Soient A, B, C des points des champs binaires dont les cotes |
vérifient 1’6quation (11.6). Désignons par D le point d’intersection i
des droites ag et a, passant respectivement par 4 et B. Ona C4 = }
= CD = CB, i.e. les points 4, B et D sont situés sur un cercle de '}
centre C. L’abaque obtenu est & points équidistants. Donc 1'abaque §
de la figure 261 est & double emploi. On peut s’en servir comme un §
abaque barycentrique ou comme un abaque & points équidistants. ;

Les équations des éléments de 1’abaque apres introduction des

paramétres de transformation sont consignées dans le tableau 36
(les paramétres 3, et 8, sont supposés nuls pour conserver Portho- §

gonalité des droites o et oy.

Tableav 36§

Coordon- Champ extréme Champ exfréme Champ central
nées (0tg, Ctg) (g, Os) (0tg, &g)

xr ag—a-+ixfg ag+a-+pxlss ay+0,5 pxfie

y bo—b—+1y83e bo+ b+ Pyga bo+0,5 Bygie

Représentation du systéme d’équations (11.7). Le systéme (11.7)

est un cas particulier du systéme (11.6). Pour le représenter par un
abaque mettons-le sous la forme (11.6)

fiz=13+0, )
gi2=0+gu }
Les équations de ses éléments sont:
e | m | o | 05

y ‘ 0 l 84 l 0,5 g12

L’abaque est représenté sur la figure 262, avec son mode d’emploi. Il ’; ‘
est constitué des échelles ag, oy, du champ (o4, o,) ainsi que du point

fixe O, l'origine des coordonnées. Selon qu’on voudra positionner

o, et ay ou oy et o, on s’en servira comme d’un abaque barycentrique -

ou comme d’un abaque & points équidistants en lui adjoignant le
point O. Les équations des éléments de 1'abaque contenant les para-
métres de transformation sont définies par le tableau 36 si ’on y po-
se fi5 = 836 = 0.

Représentation du systéme d’équations (11.8). Le systéme (11.8)
est aussi un cas particulier du systéme (11.6). Pour le représenter par
un abaque réduisons-le & la forme (11.6)

fra="Ts4 fa }
gi2= g3+ 0.

Les équations des éléments de 1’abaque sont:

| h| f | 08h

0 l 0,5 g1z

L’abaque est celui de la figure 263. Les équations des éléments de
I'abaque renfermant les paramétres de transformation sont définies
par le tableau 36 si I'on y pose

fas = far 836 = 835y 84 = 0.

On peut se servir de ’abaque de la figure 263 comme d’un abaque
barycentrique ou comme d’un abaque A points équidistants.

ay \\
N \
X(\ \
1
L7
1
\& 7
N /
N/
rT T i NTTTTT
7 g z

Fig. 262. Schéma d'un abaque bary-  Fig. 263. Schéma d’un abaque bary-

centrique qui est en méme temps adap-  centrique qui est en méme temps adap-

té A points équidistants pour la réso- té & points équidistants pour la réso-

lution du systéme d'équations fp=f;, lution du systeme d’équations fi, =
812 = 84 =f3+ f4 812 = &35

Exemple 73. Construisons un abaque pour la détermination de
i et v a partir du systéme d’équations [42]

Q=7 d Vi, Q=g(@duv, (11.9)

olt pour abréger on a posé
]c(n’ d):_4le(0’25d)2,37+1,2‘3VE—0,375V3(Vﬁ——O.l)’ g((l):0,25ﬂd2

Q représente le débit en m%s, v la vitesse en m/s, d le diamétre inté-
rieur de la conduite en m, n le coefficient de rugosité, i la perte de
pression par métre courant. Les variables évoluent entre 0,01 <
<001 m¥s; 0,2Lv<LH m/s; 0,010 < n << 0,020; 0,05
<d<05 m; 0,00 L i< 100
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Réduisons le systéme d’équations (11.9) a la forme (11.8)
—log f (n, d)= —1log Q+log Vi,
log g (d) = log L.

Les équations des éléments de 1’abaque sont:

z I —log Q ‘logl/_i-

—0,51og f (n, d)

y log—g— l 0 { 0,5 log g (d)
3
33\
2\\ W\q
u,mis N
AN \
05 \3\
BN $
B’%\ \\ N~ 7
NI N PN eeze 0010
0,24 N N
N N
| N \
NI 015
N 00,2
\ 1
\\ \\\ 0,3
\ 04
0,5
\ \\
\ \\
i S VAR
0,01 002 003004005 0, 0050 03 105 04005 0,0
0,”73/‘5‘ \\\ /// a

~—_

Iig. 264. Abaque tracé d’aprés le schéma 263 pour la détermination de i, v ou Q,
v & partir du systéme d’équations (11.9)

Les équations des éléments de 1’abaque contenant les parametres de
transformation sont consignées dans le tableau 37. L’abaque de la
figure 264 est mis en place par les équations du tablean 37 pour a, =
= 125 mm, b, = 190 mm, p, = 50 mm, p, = 50 mm, ¢ = 175 mm,
b = — 40 mm.

Pour déterminer i et v on se servira de cel abaque comme d’un
abaque a points équidistants. Supposons que n = 0,012; d = 0,1 m;
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Tableauw 37

Coor- <. o (1A e
don- (‘l’dm(% L;}'um Lichelle extréme i Champ central (n, d)
nées '
x a,—a— Wy log Q ag-tatpylog Vi ay,—0,5 py log f (n, d)
Q ,
y by—b- Ly logT by -0 bo-0,5 1y, log ¢ (d)

Q = 0,03 m*s. On déduit que i = 0,24 et v = 3,8 m/s. La solution
est figurée par l'arc de cercle pointillé sur 1'abaque.

Pour déterminer Q et v on se servira de cet abaque comme d’un
abaque barycentrique. Supposons que r = 0,012 d = 0,1 m; i =
— 0,24. 11 vient: Q = 0,03 m%s, v = 3,8 m/s. La solution est figu-
rée par la droite en pointillé.

§ 11.4. Abaques barycentriques pour des relations
entre cing variables

En éliminant la variable ag entre les équations du systeme (11.3),
on obtient une forme A cing variables

fo =1 (fra + f300 €12+ £34)- (11.10)

I’abaque barycentrique représentant cette forme est celui de la figu-
re 255 privée de la famille de lignes attribuée a la variable éliminée ag.
Seule la variable oy peut étre de résolution.

Pour représenter cetle équation a cing variables par un abague
barycentrique essayons par l'intermédiaire de variables auxiliaires
de la ramener a la forme (11.3). Ainsi, s'agissant de la forme (11.10),
substituons-lui les équations

fra + faa = M, (11.11)
g2 + g3a = N, (11.12)
f5 = F (]‘/[’ ]V)a (11.13)

ot M et N sont des variables auxiliaires. Les équations (11.11) et
(11.12) s’apparentant a la forme (11.3) sont susceptibles d’étre re-
présentées par un abaque barycentrique & champs (oty, og), (@, cty)
et (M, N). Mettons en place la famille de lignes o représentative de
I'équation (11.13) dans le champ (M, N) considéré comme réseau
fonctionnel puis retirons le réseau (M, N) de I’abaque.

A signaler que le systdme d’équations (11.11) et (11.12) peut
¢galement dtre représenté par un abaque dans lequel le champ (M, N)
sera extréme. I1 suffit seulement de ramener le systéme d’équations
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(11.11) et (11.12) & la forme (11.3) moyennant la transformation
fio—M = —fau, }
gro— N = —gu.

On aura intérét A lire cet abaque avec la régle de la figure 259.

Exemple 74. Construisons un abaque barycentrique pour la dé-

termination de la longueur théorique de la zone de drainage incom-
plet L d’aprés la formule [42]

e kimi+k 8m - . 4
L=0,73 2 lks s |og nds — 0,73 (ms 4 my) log———ms_tsm1 — :
, ki—ks \2, kymitk
— 1,5 (my—m) (e ) log SRS (11.44)

ot d est le diamétre théorique du drain en m, mg I'épaisseur de la

couche supérieure en m, m, 1'épaisseur de la couche inférieure en m,

ks le coefficient de filtration de la couche supérieure en metre par

jour, % le coefficient de filtration de la couche inférieure en métre

par jour; L la longueur de la zone de drainage incomplet en m.
Mettons 1’équation (11.14) sous la forme

_ 8m g ,
‘ L=mqfy (log - —412), (11.15)
ol
i (B MY _o7 ke my
fiz—fiz( Tt T )——0,/3(1 -‘,—_k_s_._;l_s_)’
= ky mN_ 07 my 4
g =g (g ) =073 (1450 ) log -+
+ mng
/ ki 1) 2
! = (T kg 1
—+1, ( ms ) f‘_I_T) log (1-}- W mi)
ks ks ms
Remplagons 1'équation (11.15) par le systéme
L=10"N, (11.16)
10Y = mefa, (11.17)
. 8m. g19 .
N =log—5-— %, (11.18)

ol M et N sont des variables auxiliaires. Réduisons lesJéquations
(11.17) et (11.18) a la forme (11.3)

log ms 4-log f1o=M, }

8mg g1z __ N

log ad i

| my/ms = 8. La cote
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J Dans le tableau 38 sont consignées les équations des éléments de

'abaque, renfermant les paramétres de transformation ag, bg, W
wy, @ et b. Les parametres 8, et 8, sont supposés nuls.

Tableau 38
Coor- a .
" Champ extréme Champ extréme . X
Jon (mg, ) (y/Rg, my/m) champ central (M, N)
x ag— a-+ iy log mg ag-ta-+py log f1a ag+0,5 paM
8m
v | bo—bpy log = by b—py 12 bo+ 0,5 py N
ad fi2

Prenons les intervalles suivants de variation des variables :

t<m <10m, 01<d<om, <8 <4 52 <0,
‘S

1 10 < L £ 2000 m. Sur la figure 265 est tracé I’abaque mis en place

Fig. 265. Abaque barycentrique pour le calcul de L avec la formule (11.14)

~ par les équations du tableau 38, sur ces intervalles de variation,
pour p, = — 100 mm, p, = 100 mm, a, = ¢ = 200 mm, by =
= b — 95 mm. La famille de lignes L a été mise en place dans le
champ (M, N) par l'équation (11.16).
Déterminons la valeur de L correspondant a mg=95m, m =
1 =40 m, % = 3m/jour, k= 1m/jour,d = 1 m. On a k/ks = 3 et
de la ligne L passant par le milieu du segment
joignant les points donnés des champs (ms, d) et (kilks, mi/ms) donne
la réponse L = 110 m. La solution de cet exemple est figurée par la
droite en pointillé.
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§ 11.5. Abaques barycentriques composés

On appelle abaques barycentriques composés des abaques constitués
de plusieurs abaques simples du méme type. Les éléments communs |

des abaques barycentriques composés peuvent &tre aussi bien les
champs extrémes que les champs centraux. Considérons le cas le plus
simple d’un abaque barycentrique composé représentant un systéme
de deux équations de la forme
fra— 56 == faa— [, }
812 55 = B3s — 818-

(11.19)

On distinguera deux types d’abaques barycentriques composés:
V'abaque en chaine et 1'abaque rhomboidal.

Abaque en chaine. Mettons le systéme (11.19) sous la forme :

fro—fau="Iss—J1s =2, }
g12*‘g34:g56-—g78:ﬁa

ol et p sont des variables auxiliaires. Décomposons les équations
(11.20) en deux systémes d’équations :

fiz—‘f%:% } Tss— f18 =, }
gi2— g3 =, gs6— &18=P-
Mettons ces derniers sous la forme
fra—o= {3, } —oa— frs= — 56 }
gro—P = gu —P—gis= —&s6

el représentons-les par des abaques barycentriques. Les équations
des 6léments de ces abaques ont pour formule, dans un systéme
de coordonnées commun: :

$~j12

—a l 0,5 [5a

—B | 05em

€T ‘ —a \ —f78\ —0,5 54

v | =] —em] 05|

Yy l 812

Ces équations montrent que ces abaques possédent en commun le

champ extréme (c, B). L’abaque est représenté sur la figure 266.

Le champ des variables auxiliaires o et P est tracé en pointillé.

Pour la lecture de cet abaque on pourra se servir d’une régle a échel-

les (fig. 259) ou d'une régle et d’un compas (cf. fig. 258).
Abaque rhomboidal. Mettons le systéme (11.19) sous la forme

frot frs=fss + fau =, }
g1zt 818 =gso+ 3. =B,

(11.20)°

(11.21)

ot « et P sont des variables auxiliaires. Décomposons les équations
(11.21) en deux systémes

fio 4 frs= o, } fse+ faa=2q, }
g2+ 8i=10 gs6 1 g3 =P,

et représentons-les par des abaques barycentriques. Les équations
de leurs éléments rapportés & un systéme de coordonnées zOy s’écri-
vent:

xlflz

Y lg12

' fis ’ 0,50

878 l 0:5[5'

z | fssl T4
y l gasl £34 ‘O,Sﬁ‘.

Ces équations montrent que les abaques ont en commun le champ
central (a, P) des variables auxiliaires. L’abaque est représenté

O,Sal

1

YA
@
?‘i""
+
T @
& <& h N
# a,
\\\ 6
@, x < %
5
. @,
@, g
0o — >

Fig. 266. Schéma d'un abaque barycentrique en chaine pour le systéme d’équa-
tions fio — fs6 = faa — frs, 812 — &56 = &34 — 8§78

sur la figure 267. Le champ des variables auxiliaires (z, p) n’'a
pas été tracé. Voyons comment positionner le point D correspondant
4 des points donnés A, B et C dans les champs binaires (ay, ®y),
(og, &y), (a5 o). Tragons le segment CB et déterminons son milieu
E. Joignons A et E par unc droite sur laquelle nous reporterons
a partir du point £ le segment FD =ALE.

Le mode d’emploi de 1’abaque entraine que la figure ABDC est
un parallélogramme, i.e. AB||CD et AC || BD. D’ou le nom
d’abaque rhomboidal attribué a ce type d’abaque [12, 13]. Le paral-
lélisme nous suggére un autre procédé de détermination du point
D, a savoir, le point D est 'intersection de droites paralléles a AC
et AB, passant par B et C (fig. 267).

18—049
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IIn éliminant la variable oy entre les équations du systéme
(11.19) et en inversant le signe des fonctions fi, et g;, on obtient

1’équation & sept variables

fi=F (fia+ o+ Fse0  E12-T Gaut+ &s6)-

g\

0" —3

Fig. 267. Schéma d’un abaque rhomboidal pour le systéme d’équations fyy — -

— fs6 = faa — J18, 812 — &s55 = &34 — £18

266 et 267 la famille de lignes attribuée a la variable éliminée as.

Pour représenter 1'équation (11.22), réduisons-la & la forme (11.19)

_fiz_fs(i:f:ié“’“]"[y }
—gi2— &= Lgau— IV,

ol M et N sont des variables auxiliaires liées & la variable a; parla
relation

fa=F (M, N).

1’équation (11.23) on mettra en place la famille de lignes o, représen-
tative de 1’équation (11.24) dans les champs (M, N).

§ 11.6. Méthode de construction des abaques
rhomboidaux

Ramenons 1’équation donnée a la forme (11.19). Ecrivons les

équations des éléments de 1'abaque
12 f34 [ fsc \ f78

z |
1
y ‘ 812 856 } 818

’

834

(11.22)
Pour tracer 1’abaque de cette équation, il suffit de retirer des figures -

(11.23)

(11.24)
Aprds avoir tracé un abaque du type de la figure 266 ou 267 pour 1‘

puis indépendamment 1'un de 1'autre tragons quatre champs binai-
res d'équations

Zy = (fi + 0x81)y  ¥i=Wy (8yfi+g1)s

- ou =12, 34, 56, 78. Disposons les trois champs binaires de fagon

compacte en respectant le parallélisme des axes des abscisses. Le
quatriéme champ sera positionné a 1’aide d’un exemple numérique.

¥

ARSRERS —FLL-}phw—y
3

0 2 z

| TFig. 268. Abaque rhomboidal pour le calcul de a7 parla formule oty = g + @y +

+ o5+ oy 4 o5 - o

Exemple 75. Tragons un abaque rhomboidal représentant la
formule

ag = 0y + ag + ag + oy + o5 4+ a (11.25)
- entre 0 < g, Gy, Oy, Ty, Us, g << O3 0 L g L 30.
Introduisons la variable auxiliaire f
P =oy—ay+ag— o, + oy — ag (11.26)

et ramenons les relations (11.25) et (11.26) & la forme (11.19)
(— otg — otg) — (a5 - 0tg) = (063 - @) — g, }
(— oty i) — (065 — ) = (b3 — otg) — .

Ecrivons les équations des éléments de 1’abaque

z [—O‘1—“2 G-y l 05+ { a7

y l — 0y Oy

Clg— Olg l QL — Qg ‘ B

| gg
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On constate que ce sont des réseaux orthogonaux. Pour conserver
cette propriété lors d’une transformation, il faut poser 98, = §, =
= ( et m = n. Déterminons a 1’aide de (11.26) I’intervalle de varia-
tion de la variable auxiliaire f3:

—15 < B < 15

La figure 268 représente 1’abaque construit par la méthode indiquée

pour m = 2,5 mm. Les équations de ses éléments sont:
champ (@, @,):

z = 0,25 + 2,5 (—ay — ay),
champ (a3, @4):
x =05+ 2,6 (a3 + ay), ¥y = 92,54 2,5 (ag
champ (o5, o):
z = 2,5 (a5 -+ ag),
champ (aq, P):
z = 30 4 2,5 a,,

y = 92,5 4- 2,5 (—oy + o)
— a);
y = 47,5 4 2,5 (a5 — o) ;

y = 47,5 4- 2,5 p.

L’abaque donne la solution de I’exemple numérique: a, = 2, o, =
=2,a3 =2, 0, =4, a; =1, ag = 1; réponse a; = 12.

[Ch. 1

CHAPITRE 12

AUTRES TYPES D’ABAQUES
A UN PLAN

~

§ 12.1. Abaque général a points équidistants

L’abaque geneml a points équidistants de la flgure 269 représente
la relation & six variables

(fsa — f12)® + (€30 — 812)* = (fss — f12)® + (gse — g)®  (12.1)

I1 est constitué d’un champ des centres (ct;, ,) et des champs des
intersections (o3, @4), (o5, o). Les équations de ses éléments sont

consignées dans le tableau 39.

Tablean 39

v Champ des Champ des
- Q) 'CS - . . .
(‘O%E%Son Cham(padcsauv)uhcb intecsections intersections
LA (Gg, 0Ly) (s, Qlg)
z f1a Taa fss
Y 812 €34 856

Soit a déterminer «g pour des valeurs données des autres varia-
bles. Repérons dans les champs binaires (a;, a,) et (o3, a,) les points

1 4 et B correspondant aux valeurs données des variables. Plagons les

pointes du compas en A et B. Sans en modifier I’ouverture faisons-le
pivoter autour du point A jusqu'a son intersection C avec la ligne
donnée ;. La cote de la ligne a; passant par le point C fait connai-
tre «g.

Le mode d’emploi de 1'abaque entraine: AB = AC. Donc

(g —za) + (Up — Ya) = (@c —24)" + e — ya)%

oz, et Yy, 2p et Y, e et Yy sont les coordonnées des points 4, B

et C. En substituant & ces coordonnées les fonctions correspondantes
. du tableau 39, on obtient la forme canonique (12.1) qui dans la

pratique se rencontre rarement sous sa forme compléte. Son abaque

1 présente le grave inconvénient de n’étre pas transformable, i.e. est
. totalement inadaptable.
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Seul peut retenir l'attention le cas particulier de (12.1), la forme

de Cauchy a champ

fifse + fo8aa + hsy = 0. (12.2)

Elle se raméne 2 la forme (12.1) de la maniére suivante:

Vot 00— 0502 =) S — B0 + 2
+ (& — 050)

—hgu

L’abaque est représenté sur la figure 270. On

z

Fig. 269. Schéma d’un abaque général

a points équidistants pour la forme

(fag — f12)* + (gag — g12) = (fs6 —
— f12)? + (856 — 812)

Fig. 270. Schéma d'un abaque
A points équidistants pour la
forme f1fzq + f2gsa tlas =0

parameétres m, n,
mettant préalablement (12.2)

(1 (Fy— )] fau 11 (Fa— D] | = g | 0 (afuu - Dgau - Pag) = -

sous la forme

61é 6 inées & partir -
Les équations des éléments de I’abaque sont déterminces a P i

du tableau 40. Il est possible de transformer 1'abaque par 1’inter-

médiaire des paramatres introduits. Ceux-ci doivent &tre choisis tels |

Tableau 40

3 Echelle des . .
C(?ooli-— Echelle des igtcrscctior;s Champ des intersections (s, %4)
nées centres o, oy
9 2
—_— /—m (af3atbEgathsd) ™ €3
z 0 Vm(—a 1 Toa 13,
m gs4
y 0,5n (fa—0b) 0 7 Faa

peut introduire les

e et b dans les équations de ses ¢léments en

que les radicaux des équations du tableau 40 soient positifs. A signa-
ler que les abaques de ce type, représentatifs de la forme (12.2), sont
rarement commodes 2 1'usage. Généralement, les abaques & points
alignés, constitués de deux échelles rectilignes et d’un champ, sont
bien plus souples.

Un cas particulier important de 1'abaque général a points équi-
distants est 1’abaque adapté a points équidistants représentatif de
la forme
: f12:f34+f351

examiné au § 8.5 et au chapitre 9. Il se raméne a la forme (12.1) de
la - maniére suivante

(f34 - 075f12)2 + (I's — le)2 = (f35 - O!5f12)2 + (Ts - T12)21
ou I'y et T4, sont des fonctions arbitraires.
Comme autres cas particuliers importants de 1’abaque général

4 points équidistants, citons les abaques des figures 88 et 182 repré-
sentant les formes canoniques

w=F(u, v (12.3)

et

¢ (u, v) =¥ W, ?). (12.4)

| Examinons tout d’abord la réduction de la forme (12.4) & la for-

me (12.1). Considérons la fonction arbitraire @ des deux membres de
I'équation (12.4)

O [p (u, v)] = DY (w, t)]

et désignons pour abréger

Dy = DOl (u, V)], Dy =Dy (w, 9
11 vient
Dy = Dgq.

Mettons 1'équation obtenue sous la forme

(V @y —T5— 02+ (T 15— 0)% = (V @y — T3, — 0)2+ (T3 — 0)2,
ou T4, et T4, sont des fonctions arbitraires des arguments corres-
pondants. Les équations des éléments de 1’abaque figurent au tableau
&. Les fonctions @, Ty, et T,, doivent &tre choisies telles que les

4 radicaux du tableau 41 soient positifs.

Tableau 41

_ Champ des Champ des
Cogg(eibpn Point P intersections intersections
(u, v) (w, )
z 0 V ®y,—T% V(D:M—"T%A
0 T T3y
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On représente de facon analogue 1’équation (12.3) qui est un
cas particulier de la forme (12.4) si 1'on y pose t = const. Donec,
les équations des éléments de 1’abaque représentant la forme (12.3)
se déduisent du tableau 41 par substitution de @ [F (u, v)], O (w)
et T3 a q)121 (D34 et T34. i

§ 12.2. Abaque général au compas

L’abaque général au compas de la figure 271 représente larelation
a huit variables

2 — 2 ‘
(f3a — fr2)*+ (€34 — 812)*=(f18 — 56) (8718 — &s6)™- (12.5)
Les équations de ses éléments sont consignées dans le tableau 42.
Tableau 42
Cooydon— Champ Champ Champ Champ
nees (ay, p) (s, ) (%s. Ctg) (Cq, Og)
f1a B " I56 18
y g12 834 Z56 878

Soit A déterminer la valeur ag correspondant aux valeurs données
des autres variables. Repérons dans les champs binaires les points
A, B et C correspondant aux valeurs données des variables. Mesurons
AB au compas, puis sans modi-

te en C et 'autre sur la ligne oy

passant par le point D fait con-
naitre og. . ,
Le mode d’emploi de 1’abaque
entraine AB = CD. Donce
(x5 — x4)* 4+ (Yp — ya)* =
=(zp — z¢)* + (Yo — ¥o)%
ou Tas Yar T By YprZcy Yes ¥ oy Yo
sont les coordonnées respectives
des points 4, B, C et D. En por-

Fig. 271. Schéma d'un abaque géné-
ral au compas pour la forme (fzq—
— f12)? + (834 — £12)° '—‘Z(fn'—fﬁe))"l'

sions des coordonnées empruntées
+ (878 — &s6)

au tableau 42 on obtient la forme
canonique (12.5).

La forme canonique (12.5) se présente rarement dans les applica-
tions. Son abaque posséde l'inconvénient sérieux de ne permetire
aucune transformation.

fier I’ouverture plagons une poin-

tant dans cette formule les expres-
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Un cas particulier important de I’abaque au compas général est
abaque au compas adapté représentant la forme f, + fi13 = fas +
+ f46 , 6tudié plus haut (§ 8.6 et chapitre 10). Elle se raméne i la
forme (12.5) de la maniére sui-
vante : Y

(—fw - fn)z + (T1 - '1‘1)2 =
:(“f46—f45)2 + (T4 - T4)2,

ou T, et T, sont des fonctions
arbitraires.

§ 12.3. Abaque a index
parallele

L'abaque général a index -
parallele de la figure 272 re- ¢
présente la relation & huit va-

8Y

riables Fig. 272. Schéma d’un abaque A index
; . faa—Fis _

fan—l1y _ fis—Tss (12.6) parallile pour la forme T

83— 812 878856 ‘ Faa— 56

Les équations de ses éléments " g8 8so

sont données dans le tableau 43. _
Soit a déterminer og pour des valeurs données des autres varia-
bles. Positionnons les points 4, B et C correspondant aux valeurs
données des variables dans les champs binaires. Menons par le
point C une droite paralléle & AB jusqu’a son intersection D avec la

1 ligne donnée a;. La cote de la ligne o passant par D fait connaitre
au point D. La cote delaligneas

la réponse.
Tableaw 43

. . Champ Champ Champ Champ
Coordonnées | (c,, ) | (s, &) | (%5, %) | (%3) Go)
x f12 faa Is6 f18
Y 812 834 856 878

Le parallélisme des droites AB et CD entraine

Ip—=rc
Yyp—VYc

rp—TA _

Yyp—Ya

O L4, Yar > Yps Ler Yor Ty Y p SONL les coordonnées des poir}ts
A, B, C et D. En remplacant dans cette équation les coordonnees
par leurs expressions du tableau 43, on obtient la forme canoni-
que (12.6). ‘

’
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Da}n_s l’équatiox} (12.6), on peut introduire identiquement toute
une série de parameétres sans en modifier le type. En effet, '

[ag+ P (F3a+ Oxg30)] — (20 F 1 (F12+ Oxg1o)]

[bo+py (Oyfsatg3u)]— g+ 1y (Byf12+g12)] =
[ag+ a—+ Mix (fr3+ Oxg78)] — 3o+ @+ My (f56 1 Ox256)]

[bo+ b+ Ay (8yfrg+g78)] —1bo + b+ Mty (8yf56+ £56)]

On velrllfle que cette équation s’apparente A 1’équation initiale. Les |
nouvelles équations des éléments de 1’abaque sont consignées dans i

le tableau 44.

Tableau 44 ‘

C(liooonr_— Champ Champ Champ Ch
nées (@, @) (os, o) (G5, Otg) (oc7a.ntllpa)
z agt b (frat | o+ tx (f3at+ ap+a-Miy X ag+a— My X
+8x812) 4 Oxg34) X (f56 -1+ 0x8ss) X (f78+6x;78)
¥ |bot iy Byfret|bot-by Oyfas-t|  bo+b-+Muy X bo b+ Apy X
+g12) ~+ 834) X (‘Syf:36+g50) X (8yf18-1-g78)

Pour construire 1’abaque il faut faire choix des étres intr
duits. Ecrivons tout d’abord les équations des élégggg;nsélf’iﬁgg&
(tableau 43) et analysons-les. Choisissons ensuite les paramétres
B et p, et mettons en place les champs. Voyons ensuite s’il y a lieu
% introduire le paramaétre A et les paramétres de translation §, et 6
d-e p:;lrametre A permet de modifier simultanément les dimoecnsioﬁé

es champs (a5, ag) et (otg, ag). Déterminons en dernier ressort les
paralmetres aq, by, @ et b. Les paramétres a et b permettent de dépla-
cer les champs’(aa, ag) et (ag, ag) par rapport aux champs (o, @)
et (otss oo'4). Sil aba’que est mis en place dans un systéme de COOll"dOIzl-
nées obliques, les équations de ses éléments se simplifient, puisque
I'on peut poser 6,g = 0, = 0. Dans ce cas la projection deyl’abaque
implique un chplx approprié de l’angle des coordonnées.

Mettons en évidence les formes canoniques suivantes

e .f34'/1_,_ 7
fﬁo g34—£f1?2 ’ (12'1)
fufau—+ gau = Faf 56+ 8565 (12.8)
fr — fe=1: — 14 (12.9)

fi 1
T;-_%_ (12.10)

Les équations du ty
. pe (12.6) correspondant ¢ f
a (12.10) sont représentées dans le tablea}?u 45.n aux formes (12.7)
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Tableau 45

s

Forme Equation du type (12.6)
- faa—Fie 0—f56T 56
12.7 ==
¢ ) 834812 _O”‘Tsc‘ .
(Ts¢ est une fonction arbitraire)
(12.8) 934/1’34'—(-‘7’1) — gss/fms—‘(—f?)
' 1/fsa—0 1/f56—0
(12.9) f'l,—fZ — 13—f4
f1—0 __ f3—0
12.10 =
( ) U—7f, U"‘fz;

Au § 8.6 nous avons établi que I’abaque au compas de la relation

f12 + f13 = f45 -+ fm

pouvait &tre utilisé comme un abaque & index paralldle. Cette rela-
‘tion se réduit a la forme (12.6) de la maniére suivante

fie—fas __ (—f13) —(—T1q)
T,—1Ts !

T,—T,
ot T, et T, sont des fonctions arbitraires.

Une transformation projective, par exemple une homologie, fait
correspondre a 1’abaque général a index parallgle un abaque & points
alignés composé, constitué d'une échelle muette et de quaire champs
binaires liés par un double alignement. On peut tracer immédiatement
cet abaque en dissociant I’équation (12.6) en deux équations du ty-
pe (6.26) par I'intermédiaire d’une variable auxiliaire o

s faa—T12

_ f1s—1Ise
ggu—812 * g78—8s6

Donc 1'équation (12.6) (de méme que ses €as particuliers, les for-
mes (12.7) & (12.10)) peut toujours 8tre représentée par un abaque
a points alignés composé. Dans la plupart des cas il sera plus sou-
ple qu'un abaque a index paralléle. L'usage de ’abaque 2 index paral-
18le est A recommander lorsque ses champs binaires ou ses échelles
possédent une structure plus simple que dans 1’abaque a points
alignés.

§ 12.4. Abaque 3 index en équerre

Faisons pivoter de 90° dans le sens des aiguilles d’une montre la
région de la figure 972 qui contient les champs binaires (otg, o)
et (ag, @g). Les droites résolvantes AB et CD seront alors perpendi-
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culaires. On obtient un abaque a index en équerre. Pour s’en servir
il faut disposer d'un transparent portant deux droites perpendiculai- -

res. L’abaque est tracé sur la figure 273. I1 représente la méme rela-

y tion (12.6) que ’abaque A index
k paralléle.

pliquons le transparent sur le

pendiculaire et le point C surl’au-
tre. La ligne ag passant par le

A N . : .
90 z xicme droite perpendiculaire avec
Fig. 273. Schéma d’un abaque d index 1a ligne o, fait connaitre o.

en équerre pour la forme J2—F2 _ ) Les cquations des gle’ments de
83— 12 I’abaque sont déterminées par le
_ _Tis—1s6 tableau 44 si dans les équations
878 856

des champs (a5, ag) et (o, og) on
substitue y & zet —z A y. Si par
a_illeurs on pose 8, =8, = a, = b,=0; —b=qa et a= b, les équa-
tions des éléments de ’abaque prennent une forme plus remarqua-
ble. Elles sont consignées dans le tableau 46.

Tableau 46
Goor'don- Champ Champ Champ Champ
nées (%, @p) (%z, @y) (o5, o) (%7, Gg)
z Mxf1e Baxfsq a— Miygsg a— Miygag
y My8i2 Wy8aa b Maxfsg 0+ Miyfrg
|

Les abaques & index en équerre sont susceptibles de représenter
également les cas particuliers de la forme (12.6), & savoir les rela-
tions (12.7) a (12.10). '

§ 12.5. Abaques composés

Les abaques composés s’obtiennent par superposition d’abaques
simples du méme type ou de type différent de telle sorte que leurs
éléments communs viennent en coincidence. On peut ainsi réaliser
la superposition d’abaques & entrecroisement, 3 points alignés et
a points équidistants, au compas, & index en équerre, & index paral-
lele, barycentriques et thomboidaux. Considérons quelques exemples
remarquables d’abaques composés de divers types.

[Ch. 12

Soit a déterminer une valeur
ag correspondant a des valeurs ¢
données des autres variables. Ap- {

fond de telle sorte que les points
A et B soient situés sur une per- '

point d’intersection D de la deu-

aQ o) I Q 9Q
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Abaques a points alignés et barycentrique. SLlppOSOlls que la pro-
posée puisse étre décomposée par 'intermédiaire des variables auxi-
liaires M et N cn trois équations de la forme

Tio+M = fa, 1

g+ N =gu, ‘* (12.11)
fsg—M _ f1g—M J
gse— NV g1s— N °

Les deux premicres équations se représentent par un aba,que b_arycen-
trique, la dernidre par un abaque a points alignés. Les équations des
éléments de ces abaques s’écrivent respectivement :

: ‘ fo | M ‘ 0,5 fa4 s
812 1 N l 075g34

Les équations des champs binaires (M, N) sont les mémes dans les
deux qaba\ques. On pourra donc superposer les champs (M, N). Ce

4

x]Mlm

y\N

r
856

818 l

y

(5%
ob o

f!’)ﬁdfsll’{_.ﬁ?

- [ S 1P 1 — e =
Fig. 274. Schéma d’un abaque composé pour 1’équation dro—EastE1s
_ f7s*’f34'*‘f19

8.8 834+ L12

faisant on obtient 1’abaque composé de la figure 274 d’ou 1'on pourra
retirer le champ binaire (7, N). L’élimination des yamz‘lbles.M et'N
entre les équations du systéme (12.11) donne la relation & huit varia-
bles

fno—f34+f12 — f78’—f34+f12 (12.,12)
g56— €361 L1z g18—8&3ut 812

représentée par 1'abaque composé de la figure 274.
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Soit & dgterminer ag. Repérons dans les champs binaires de 1’aba- A‘
que les points A, B et C correspondant aux valeurs données des |
- 1 liaire o, dissociée en deux équations de la forme

@
3 2,
& % - %
e \\ //
a N4 -
2 N
1 /// “5
N
\ —r-!}"-*-/V
\
AN [
\ 4
NP
LT o
\ 11
a5

Fig. 275. Schéma d’'un abaque composé pour 1'équation frs—Tfse—Taa+f1y —
) 878— 856 —&3at
—_— ff)‘ ‘()-]56_.[34—}—‘”2 ’ % 84 g12

89, 10— &56— &3¢+ &12

variiia\blgs. La dxl'oife quidpasse par C et le symétrique de 4 par rap-
port a B coupe la ligne donnée a; en D. La cote de la lign
par D fait connaitre og. ! g ca passant

Abaques a points alignés et rhomboidal. Supposons que la pro-‘ V

Fos’ee puisse &tre décomposée par l'intermédiaire des variables auxi-
iaires M et N en un systéme de trois équations

fiz_—f56:f34—‘q/[7

g12— 856 = gau— NV,

fig—M — fo, 10— M

grz—N 89, 10— N *
Les deux plie‘miéres équations se représentent par un abaque rhomboi-
dal, la troisieme par un abaque a points alignés, tels que leurs champs
(M, N) , soient 1dent1q1{es. La superposition de ces deux abaques
donnei 1 abaqug composé de la figure 275. Le champ binaire (M, N).
peut étre retiré. L’élimination de M et N entre les équations du sys-
téme (12.13) donne la relation & dix variables

(12.13)

f

f18—Tfse—FsatF1a _ fo.10—Tse— fas=+ Ty (12 14)

818—8sc—8su-t €12 89, 10— 856 — Lokt L1z |

représentée par 1’abaque composé de la figure 275.

[ch. 12

f ' Iln’est pas obligatoire de graduer \
Téchelle attribuée a la variable I

‘1 ceptibles d'étre représentées par
‘des abaques composés a points
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Abaques 2 points alignés et a points équidistants. Supposons
que la proposée puisse 8tre, par l'intermédiaire de la variable auxi-

frz=Ts+o, } (12.15)

o= f4f56 -+ &s6-

La premiére équation se représente par un abaque A points équidis-

tants, la seconde par un abaque -

1 3 points alignés tels qu’ils aient a;

Iéchelle o en commun. L’abaque N
est représenté sur la figure 276. a, \

a

4} auxiliaire o. L’élimination deo ° / a5

1 entre les équations du systéme e
(12.15) donne 1’équation a six va- e S ,
riables ~ .-

fro = f3 -+ fafse + 8560 (12.16)

représentée par 1'abaque composé
de la figure 276. Les relations

3 Fig. 276. Schéma d'un abaque compo-
(6.58) et (6.61) a (6.66) sont sus- s pour 1'équation fra = faut fafss +

+&s6

alignés et & points équidistants si 1’on convient que I'abaque de
la figure 88 est un abaque simple & points équidistants.

Abaques 3 poinfs alignés et au compas. Supposons que la pro-
- . l\p b r1s. e . e1s e
posée puisse &tre, par l'intermédiaire de la variable auxiliaire o,
décomposée en deux équations

fie+fis=Ffto, }
o = fsfo1 1+ ger-

La premiére équation se représente par un abaque au compas, la
deuxidme par un abaque & points alignés, tels qu’ils aient 1'échelle @
en commun. On obtient ainsi 1’abaque composé de la figure 277.

(12.17)

Il n'est pas obligatoire de graduer 1'échelle c. L’élimination de

entre les équations du systéme (12.47) donne la relation a sept varia-
bles

fie + fis = fu + fsfor + gors (12.18)

représentée par 1’abaque composé de la figure 277. Les abaques de ce
type portent le nom d'abaques & points alignés corrigés au compas.

Abaques 2 points équidistants et au compas. Supposons que la pro-
posée puisse 8tre décomposée par 1'intermédiaire de la variable auxi-
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liaire o en deux équations

fro="Ffato,

a+f35:f67+f687

représentables respectivement par un abaque a points équidistants
et un abaque au compas, ayant les champs binaires (o5, @) en com-

TTrr1 1111

Feer

@

YT
R

24
>
a

T T T 11T

Tig. 277. Schéma d’un abaque composé pour 1'équation fyp + fi3 = fa + fsfer + |

-+ ger
a, é ”E 2
& 24
\\il\ ia /K/}"
&-
T * (TTHRT a4
\\‘~——”/ N & =7

\\\\K\\

Fig. 278. Schéma d’un abaque composé pour I’équation fyp = faq — fas 1+ for +
|l
-+ fos

mun. L’assemblage des deux abaques donne 1'abaque composé de la
figure 278. 11 est possible de retirer la famille de lignes a. L’élimina-
tion de a entre les équations du systéme (12.19) nous conduit a 1'équa-
tion A huit variables

flz = f34 - fss + fer + Tes

représentée par 1’abaque composé de la figure 278.

(12.20)

[Ch, 12 7]

(12.19) |

CHAPITRE 13

ABAQUES A TRANSPARENT

§ 13.1. Abaque A transparent général

Dans les chapitres précédents on a examiné au passage certains
cas particuliers d’abaques aux éléments gradués, situés sur deux
plans, tels les abaques des figures 41, 44, 215 et 217.

L'abaque le plus général sur deux plans est celui de la figure 279.
Le fond (fig. 279, a) comprend n champs. Le transparent en contient
autant (fig. 279, b). L’abaque représente le systéme d’équations

for-1, 2 = fon-1+2n. 2htan COS @ — Gan-1+2n, 2k+2n sin g+ a, (13.1)

ok, 2k = [on-1+2n, 2h+an SIL @ + gon-142n, 2n+2n COS @+ b,
k=1, 2, ...,n,

ol a, b et ¢ sont des variables auxiliaires.

Dans le fond rapporté a un systéme de coordonnées z0y et dans le
transparent rapporté a un systéme de coordonnées z'0'y’, les équa-
tions des champs s’écrivent:

champ (@gr-1, %an)*

Zp = for-1, 2y Yn=182r-1, 2ks (13.2)
k=1, 2, ..., 1
champ (G2r-1+2ns Cgntan)
-Tl'z—(-n: f2h—1+2n, 2kh+2n yl’%+ﬂ: 8ok-1+2n, 2k+2ns (13'3)

k=1, 2,

Le mode d’emploi de 1'abaque est le suivant (cf. fig. 280). Soient
donnés a, b, ¢ et toutes les variables dans les champs du fond. On
demande les valeurs des variables impliquées dans les champs binai-
res du transparent. Repérons les points donnés My (k=1,2,...,n)
dans les champs du fond. Appliquons le transparent sur le fond de
telle sorte que 1’origine des coordonnées O’ du transparent coincide
avec le point du fond de coordonnées a et b et que les axes Oz’ et Oz
fassent un angle ¢. Les points M, (k =1, 2, .. ., n) viennent en
coincidence avec les points Mii, (k =1, 2, .. ., n) des champs du

19—-049

R
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transparent en lesquels on lit 2n réponses. Donc 1’abaque résout um
p “ systéeme de 2n équations & 4n -+ 3 variables.
2k

&,
' @,

@~

o—

0/

&)

Fig. 279. Schéma d’un abaque & transparent général sur deux plans pour le
systéme d’équations (13.1) (ainsi que pour les systémes d'équations (13.12),
(13.21) et (13.26)): a) fond; ) transparent

Fig. 280. Schéma d’application du transparent sur le fond dans 1'abaque de la
figure 279 lorsque sont données les variables @, b et @: a) fond; b) transparent

Le mode d’emploi de I’abaque entraine que les coordonnées z;, et
yn d’'un point M, sont liées aux coordonnées zj, et Yn4, d’un point
M., par les formules de transformation

Ty == Thyn COS Q¢ — Yhin SiL @ +a,
Yr = Thyn SIN Q - Yryn cOS @+,
k=1, 2, ..., n.

En portant dans ces formules les expressions (13.2) et (13.3) des
coordonnées on obtient la forme canonique (13.1).

Sil’on élimine les variables auxiliaives a, b et ¢, 1'abaque résou-
dra un systéme de 2n—3 équations A 4n variables.

Pour écrire les clefs des abaques a Lransparent, on utilise le
symbole du contact simple |—| qui exprime la coincidence d’un point
d’un plan avec une ligne d’un autre, le symbole du contact double | =|
qui exprime la coincidence de deux points. Ces contacts sont dits:
ponctuels ou d’ordre zéro. Par ailleurs on se sert du symbole du con-
lact langentiel |~| ou contact d’ordre un exprimant la tangence de
deux lignes.

La clef de 1’abaque a transparent utilisant le contact double
s’écrit

My = |M}s, ou

ou k=1, 2, ..., n. Les méthodes de résolution de divers problémes
résultent de cette clef.

(Cop-1, Car)| = |(C2r-1+2n, Xan+an)s

Exemple 76. Etant données toules les variables attribuées aux
champs du fond et les variables oty 4an, Coran € Qziay,, on demande les
variables restantes.

Repérons dans les champs binaires les points M, (k=1,2,...,n)
et appliquons le transparent sur le fond de sorte & réaliser les contacts

M| = |Min, My — |Czson.

Les points A4, positionnent alors les points Myipn, &k =2, 3, . . .
en lesquels on lit la réponse.

Exemple 77. Etant données toutes les variables attribuées aux
champs du fond et les variables cyyan, %gian € Cgien, on demande
les autres variables.

Repérons dans les champs binaireslespoints M), (k=1,2,.. ., n).
Appliquons le transparent sur le fond de sorte & réaliser les contacts
f}[il - la1+2na ]IIZI - Ia3+2n’ ﬂ/[3| - ]a5+2n-

Les points A/, positionnent les points de résolution M., (k =
=1, 2, ..., n.

19*®
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Pour déduire la forme canonique du systéme d’équations repré-
senté par 1’abaque de la figure 279, il faut éliminer les variables

auxiliaires a, b et ¢ entre les équations du systéme (13.1).
Considérons une autre méthode de déduction de celte forme.
Relions par des droites les points M, et A{i,, respectivement aux
points M), et Mpin, o k =2, 3, .. ., n. On obtient n — 1 segments
égaux
Mlﬂ/[h = ]‘111 +n]l/[I’c+n-

Joignons les points M, et A5, par des droites respeclivement aux

points M, et Miin, o0 k =3, 4, . .
égaux

., n. On obtient n — 2 segments

M2]i{[h = A'1:13+11A/]]’i +1e

Les équations de ces segments s’écrivent

(xh_ xi)z + (yk"" y1)2 = (xl’c+11*—‘2f"1+n)2 _i‘ (yiH-n '—‘.l/'1+n)21 (134)
k=2, 3, ..., 1
(Zn — 22)% 4 (Y — Y2)? = (Than— To4n)® -+ (Yhon— Yaen)?  (13.9)

k=3, 4, ..., n.

En portant dans les équations (13.4) et (13.5) les expressions (13.2)
et (13.3) des coordonnées, on obtient le systéme d’équations cherché

(for-1, 20— f12)%+ (8ak-1, 20— 812)% = (Jar—1+an, an+an —

— f1t2n, gtan)® + (82r-1+2n, 2nton — E1tan, a+an) % (13.6)
k=2, 3, ..., n
(fan-1, on — F30)2 + (€2r—t, 2n— 836)% = (Fon-142n, 2n+2n —
— fatan, sran)® - (€2r-1+2n, sht2n — Ga+an, wran)® (13.7)

k=3, 4, ..., n.

:Si dans I’abaque A transparent général, outre la coincidence des
points du fond et du transparent, on exige encore la tangence des

lignes correspondantes en ces points, on obtient un abaque & contacts

ponctuels et A contacts tangentiels. Cet abaque représentera le
systéme d’équations composé des équations (13.6) et (13.7) et des
équations qui traduisent les conditions de tangence des diverses
lignes. L’abaque A transparent général présentera des contacts tan-
gentiels dans le cas ol les équations (13.6) et (13.7) possédent des
extrémums.

L’abaque 2 transparent général est trés suggestif. Toute position
du transparent sur le fond donne une vision d’ensemble des solutions
du systéme. En faisant glisser le transparent on peut se faire une
idée des variations des solutions du systéme et en étudier les extré-
mums si ceux-ci existent.

[Ch. 13

§ 13.2] CAS PARTICULIERS
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Le défaut de 1’abaque a transparent général est la spécificité du

. systéme d’équations représenté et 1'impossibilité de lui faire subir

des transformations.

)

§ 13.2. Cas particuliers de 1’abaque
a transparent général

Les cas particuliers de l’abaque A transparvent général sont le
résultat d’une dégénérescence des champs binaires, d’une variation
de leur nombre ou d’une égalisation a zéro de certains des parameé-
tres a, b et ¢.

Dégénérescence des champs binaires. La dégénérescence est le fait
de champs isolés ou de groupes de champs.

Un champ dégénére:

1) en une échelle si 1’une des variables du champ est fixée;

2) en un point si les deux variables du champ sont fixées;

3) en une famille de lignes si 1’'une des variables du champ est
élimindée ;

4) en une ligne constante si la variable définissant 1’échelle est
éliminée ou si la variable est fixée dans la famille de lignes.

La dégénérescence d’un groupe de champs binaires est susceptible
de se traduire par la répétition d’une méme variable. On distinguera
les cas suivants:

1) la variable qui se répéte est attribuée a des familles de lignes
différentes dans les divers champs;

2) la variable qui se répéte est attribuée dans tous les champs

1 4 une méme famille de lignes;

3) la variable qui se répéte est attribuée a une famille de droites
paralléles ou de cercles concentriques;

4) la variable qui se répéte est attribuée a une famille de lignes
constante, i.e. n'est pas cotée, par exemple, est une famille de droites
paralldles; :

5) la variable qui se répéte-est attribuée a une famille de lignes
qui dégénére en une ligne constante, par exemple, en une droite.

Dauns le dernier cas, lorsque les champs du transparent dégénérent

. en une droite constante présentant un contact avec les champs du
1 fond, on obtient un abaque a points alignés général pour le systéme

d'équations (3.11). Donc I’abaque & points alignés peut étre considéré
comme le cas le plus simple d’un abaque a transparent général.

Variation du nombre de champs binaires. Considérons les cas
suivants:
1. Supposons n

1 dans les équations (13.1). On obtient le

-} systéme d’équations

fio=fa, COS @ — g3, sin @ +a, }

812=fausin @+ gy cos ¢ +b. (13.8)
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On admettra que a, b et @ sont des variables indépendantes. L’abaque
représentant le systeme d’équations (13.8) est tracé sur la figure 281.
Cet abaque et ses cas par
des paramdtres de formules empi-
riques, dans les problémes d’inter-

polation  ou d’approximation
d’une fonction par une autre
129, 711.

tions (13.6). On obtient la forme

(F3a — f12)* + (834 — g’ =
= (frs — fs0)* + (grs — gs6)" i
(13.9)

Fig. 281. Schéma d'un abaque a trans- clef est:

parent & résolution totale pour le sys-

tdme d’équations (13.8): a) fond; D)
transparent

(alv az) l = l (065! OL6)’
(ctg, oy | =1 (otg, og)-

Si ’on met en place tous les champs de cet abaque sur un méme
plan, on obtient 1’abaque au compas général de la figure 271.

! Y 23 Y %

22 &y Zg a, a ;

@a’z \ | |

0 o' . ;:
a) 4)

z x’
Fig. 282. Schéma d'un abaque a transparent pour I’6quation (13.9) (ainsi que '
pour les systémes (13.13) et (13.28)): «) fond; b) transparent

3. Faisons n = 3 dans les équations
la forme

(fau — f12)2 -+ (Bos— 812)*
(fss— T12)*+ (gs6— g12)*
(55— Fau)®+ (856 — gau)?

L’abaque correspondant est celui de la

(13.6) et (13.7). On obtient |

= (fo, 10— f18)* 1 (8o, 10— 878)%

= (11, 12— f28)2 -+ (811, 12— 818)%

= (f11, 12— Jo. 102+ (811, 12— 8o, 10)%
figure 283. La clel est:

(o, )| = | (o )y (s )| = (@5, a0y (@50 )| =1 (erans ol

(13.10)

ticulicrs sont utilisés pour la délermination - ‘

9. Posons n=2 dans les équa-

I’abaque de la forme (13.9) est 1
représenté sur la figure 282. La 1}
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L'élimination entre les équations du systéme (13.10) de deux varia-
bles quelconques impliquées dans divers champs binaires (par exem-
ple, ayq et Cq5) nOUS conduit a une relation & dix variables, qu'il est

14
&. a Y
3
\ 2, A % &
5
% 2y
a; )

- 7,

A 0 2!
a) b)

Fig. 283. Schéma d’un abaque & transparent pour le systéme d’équations (13.10)
(ainsi que pour le systéme d’équations (13.30)): a) fond; b) transparent

impossible d’expliciter. L'abaque correspondant est celui de la figu-
re 283 si ’on y retire les familles de lignes attribuées aux variables
éliminées. La clef est:

(og, Q)| =] (o7, og), (org, otg)|—] e, (ot @) |—1| Gar-

4. Posons n = 4 dans les équations (13.6) et (13.7). On obtient la
forme

(fas—f12)*+ (gun—g12)%=(f11, 12— fo, 10)*
+ (811, 12— 8. 10)%
(fse—fiz)2+(g56—giz)2 = (f13, e — fo, 10)>+
+ (g13. 1a— 8o, 10)%
(f1s— F12)2+ (81— 812)2 = (f15, 16— fo, 10)* +
+ (815, 16— 8o, 10
(fso— fau)? + (8356 — 8302 = (f1a, s — Fan, 12)?+
+ (813, 16— 811, 12)%
(f18— fau)®*+ (818 — ga)?= ({15, 16— [11, 12)%
+ (815, 16— 811, 12)*
L'abaque est celui de la figure 284. La clef est:

(13.11)

((’:17 O‘a) ] = I (aﬁ)v 0610), (aaa O(‘4)l = [ (a’llv alz):
(O‘:n a’ﬁ)l = l (a13: O('14)a (C{7, 0‘8)[ = I (Cl‘l.’n o{'lG)'

L'élimination entre les équations du systeme (13.11) de quatre varia-
bles & raison d’une par champ du transparent (par exemple, oyg,
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7. a=0,b50, 9+0. Le transparent posséde deux degrés de
liberté : .une translation sur Oy et une rotation.

Seuls les cas d’abaques & un degré de liberté du déplacement du
transparent et d’abaques 3 transparent orienté présentent de V’inté-

)

18t dans les applications pratiques.

Clygy Cy4s O16)s NOUS conduit A une relation a douze variables. C’est’la
dépendance la plus générale qui soit représentable par un abaque
A transparent, sans répétition de variables, avec une seule applica;

: P o | F1 %3
4 Y X a, y @ D \“ @ @y ‘
‘ § 13.3. Abaques a un degré de liberté \
2 du déplacement du transparent
@ % ’ % . Abaque 2 une translation du transparent. Arrétons-nous sur

‘lé cas ou b = 0 et ¢ = 0. La forme (13.1) s’écrit

e B || B

‘ a) , &)

fanot, 2o = fon-ttan, zuten + @

Zon—1, ok = §2r-142n, 2h+2n> : (13.12)y
k=1, 2, ..., n.

L'abaque est celui de la figure 279. La coincidence des axes Ox et
0’z sera désignée par le symbole du contact double. La clef s’écrit
alors

Fig. 284. Schéma d'un abaque A transparent pour le systéme d’équations (13.41):
a) fond; b) transparent} s

) Oz =10'z", (Car—1, %ar)| = | (G2~ ,‘ W), k=1,2,...,n.
tion. On ne peut pas 1'expliciter. L’abaque est celui de la figure 284's | =19 (ognety @)l = |(Fr-trams Sarts ) "

I’on y retire les familles de lignes attribuées aux variables éliminées
La clef est:

Dans la suite on se limitera a l’examen du cas n = 2. Le systéme
d'équations (13.12). s'écrit alors

fra=Tfsota, fau="Tn+a }

g12= 56 8au = B1s-
En éliminant le paramétre a entre les équations de ce systéme om

(ces, ), l—l!as,‘\E (o3 ) |—1 %1, ‘:g:lﬁ
(otss ) l"l 43, (e, _as') l_‘l Qy5. el
Comme exemple d’abaque de ce type citons l'abaque a transpa-

rent en équerre de la figure 273. fra— fss = fau— 1

812= 856 (13.13)
g3 = 818~

Les équations des éléments de 1’abaque se déduisent des formules (13.2)
et (13.3) pour n = 2. 11 est commode de les consigner dans le ta-
‘bleau 47. L’abaque est celui de la figure 982. La clef est:

0xl=[0'x', (01 az)l’—‘_l(asv o)y (s 0‘4)l:l(a77 g)-

Egalité a zéro des paramétres a, b et ¢. Les paramétres a, b et
@ caractérisent le degré de liberté du déplacement du transparent sur
le fond. On distinguera les cas suivants: T
" Y. q =b = ¢ =0. Le transparent st fixe, i.e. posséde zéro;
degré de liberté. , '
2. a~0,b=0,¢=0.Le transparent posséde un degré de libe
té: une translation sur 1’axe Oz.
3.4—=0, b0, ¢ =0. Le transparent posséde un degré d‘%

liberté se traduisant par une translation sur 1'axe Oy. e Tableau 47
4. 0 =0, b =0, ¢70. Le transparent posséde un degré de: Fond Transparent :
%)iberté (s)e; traduisant par une rotation autour des points confondus -

et . Champ Champ Champ Champ

5 a0, b0, ¢ =0. Le transparent posséde deux degrés de: Coordonnées | - (e, @) (@s, o | Coordomnées | (o, ) (@1, Fa)i
liberté : deux translations. Le transparent est orienté. Cette transla
tion conserve le parallélisme A la direction choisie. ' z f1z ' faa z' 156 fas

6. a==0,b =0, ¢*0. Le transparent possede deux ‘degrés d_‘e'{‘ y B 34 y’ gs6 218

liberté: une translation sur Oz et une rotation.
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In:croduisons dans les équations des éléments de 1’abaque des paré
métres de_ ‘trans’forma.\tlon et des fonctions arbitraires. Mettons le
«deux derniéres équations du systéme (13.13) sous la forme ;

Q (g1 =Q (gw)y (13.14
Ty(g12) =T (gs0), ' (13.13)'
P (g30) = P (grs), (13.16)
R (g50) = R (gs), | (13.47).

o1 Q, T, Pet Rsont des fonctions arbitraires. Eu é 3
0 . I s. gard a la premiére:
bquation du systéme (13.13) et aux équations (13.14) etp(13.;.7re

, fia + Fs (glés as) = fsa + Fo (834> ) (13.19) ‘ !
ont 1'abaque est représenté sur la figure 285. La clef est:
, : Oz| =10'z", (o, @g)| —|%s (o3, ag)| —|te-

' La relation

' Cfie ot fis =Taa + fae (13.20)

_est un cas particulier de la forme (13.19). Elle s’apparente a la rela-
“tion (8.25)

il vient , fia + fis = Ffas + fae £
Ui + Q (819)] — Uss + Q (859)] = lfsu + B (2301 — g + R (g,s)],i i{;if?gitri r;;i);és(irfl.tég %aflé)l?.ne autre méthode par un abaque du type de w |

Dans le but de tracer les abaques des relations (13.19) et (13.20)

ramenons-les a la forme du systéme (13.13) par I’intermédiaire des

(13.18).

Ramenons les équations (13.18), (13.15) et (13.16) & la forme
{20+ Ma [F12+ Q (812) 1} —{ag + a [F55+ Q (g56) 1} = ’

—_— , A 7 @, @ !'
“{“0+“+Mx[f34+ﬂ(g34)]}_{a0+a+ux[f78+3(g78)]‘}! o y »c‘zq s s 5 ' i
bo + I‘LIIIT (giz) = bo + M;T (g55>, ; I \ﬁa} F &y

by 1y P (83) = by 4y P (g7s), g A

0’.& ay, @, ay, by, by, Wy, Py et puy sont des paramdtres de t G 06~ 0 i
tion. Les équations obtenues s’apparentent de nouveaz ;Snssir(s):ﬁé‘ : id z’
(13.13). Les nouvelles équations des éléments de 1’aba Q) ‘ 6)

signées dans le tableau 48. que sont con: : a |
' ) Fig. 285. Schéma d'un abaque & une translation du transparent pour 1’équation

Tableau 48 (13.19): a) fond; b) transparent o
\» Fond 1
Coordon- o variables auxiliaires p et y. On obtient les deux systémes suivants
nées amp (&, &) G 3 ‘
hamp (a3, @) fra—[—Fs (B, as)]:fsa—[—Fe(Y, ),
z a9+ [F12+ Q (81)) ag-F a+ g [faa+ R (g54)] gizif’,
y bo+pyT (812) Yo+ P (834) B ="
et '
T arent :
i fra—[—T1s (B, os)] == fau—[— o (Vs )l
Coordon-
nées Champ (@, o) Champ (tty, &) oy =0,
- . A3 =1Y,
,' ag+ P [f56 4 Q (g56)] a;+a-py [fr+ R (g26)] d’ott I'on déduit les équations des éléments de 1'abaque. Ecrivons
bo+pyT (g56) by+ P (g16) ensuite les équations impliquant les paramétres de transformation
ot les fonctions arbitraires en portant dans le tableau 48 les expressions

respectives des fonctions tirées des équations.
Comme exemples d’abaques concrets & une translation du transpa-
rent, citons les abaques des figures 41 et 44.

En éliminant les variables o 6 i
. S ¢ et og entre les équations du syste-
ime. (13.13) et en désignant o; par a4, on obtient la forme gsix‘ ;
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‘{,’élimination du paramétre ¢ entre les équations du systéme (13.22)
~nous conduit & un systéme du type (13.13)

Fiz’—F56:F34"‘F781

L’abaque de la figure 282, construit pour le systdme d’équation
(13.13), est susceptible d’étre transformé en un abaque au compas
A cet effet, il faut appliquer le transparent sur le fond de fagon arbi
traire en respectant la condition Oz| = |0’z’ et le fixer. Ensuite:

; , Gy = Gge, (13.23)
il faut mettre en place la famille de directrices horizontales sur I G =G '
dessin obtenu. Les points M, et M;, M, et M, qui étaient précé: . 36— T8

7\ Fi=arctg-§_f-, Gi=VT7Fg, (13.24)

i=12, 34, 56, 78.
es équations (13.24) entrainent
fi =G;cos F;, g; =G,;sin F;, (13.25)
i =12, 34, 56, 78.

Les équations des champs de 1’abaque représentatif du systéme
’équations (13.23) se déduisent & partir du tableau 47 si 1’on substi-
ue & la fonction f; et g;, i = 12, 34, 56, 78 son expression (13.25).
'On peut préalablement introduire dans la fonction F;, G; des paramé-
‘tres de’ transformation -et des fonctions arbitraires tels que dans la
onction f;, g; dulsystéme d’équations (13.13) (cf. tableau 48). Avant
t aprés introduction des paramétres de transformation et des fonc-
ions arbitraires les équations des champs («,, «,) s’écrivent respec-
ivement

: L z = Gy, cos Fy,,

0o

—

&

Fig. 286, Transformation d'un abaque & une translation du transparent pour le,!
systéme d’équations (13.13) de la figure 282 en un abaque au compas

demment en un contact double se déplacent horizontalement’ d’une"
distance ! qui définit 1'écartement résolvant du compas. L’abaque
est représenté sur la figure 286. La forme (13.19) peut &tre représentée

= G4, sin F
parjun abaque analogue. y " "

Abaque & une rotation du transparent. En faisant a = =0 dans

z =1Iby + py T (G12)] cos [ap + pe (Fiy + Q (Gaa))],
la forme (13.1); on obtient

y=I[by + pyT (G1y)] sin lag + pe (Fiy + Q (Gyp)].

~Les points fixes O et O’ coincident avec 1’origine des coordonnées du
~fond et¥du transparent. ‘ .

' Les formes (13.13) et (13.23) étant similaires, on n’étudiera que
- 'une d’elles, par exemple la forme (13.13). Donc la forme (13.13) et
< 'ses cas particuliers, les formes (13.19) et (13.20), se représentent par
les deux types d’abaques & un degré de liberté du déplacement du
- transparent. " \

for-1,on= fan-t+2my 2k+gn COS @ — 8ar-t1+2n, 2h+2n SID P, } (13.21)

" — . -
82k-1,28 = far-1+2n, ah+2n SIN @+ Ganetizn, shian COS.Q,
k=1, 2, ...3 n.

ciuwi_‘est représentée par 1’abaque de la figure 279. Lalclef est:
O|= 10", (ctap-1, yp)| = [ (Cor—1+2n, Qonizn), k=1, 2, ..., n.

Considérons le cas particulier du systéme] (13.21) correspondant § 13.4. Abaques a transparent orienté

=2 f f : En posant ¢ = 0 dans le systéme d’équations (13.1), on obtient
12 == J'56 COS P — g5 SIN @, ‘ . ;

' giz:fsssin(P—lfgsecosq), RE

faa = f18C0S @ — gqg sin @, (13.22)

&= f1gsin @ + gz cos . I

far-1, 2k = fan-1+2n, aktan + @,

8ak-1, 22 = fan-1+2n, sh+en + 0, . (13.26)
k=1, 2, ..., n.

.
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Explicitons a.et b pour k =1, puis portons-les dans le systdm
initial

Fia— Frton, ovan = fan-1, sh— fan-ttan, sh+ans } 13.9
812 — &1+an, o+an = E2k-1, 2k — Lar—t+2n, 2k+2n (15.2
k=2, ..., n. :
L’abaque correspondant est tracé sur la figure 279. La clef est:
0z |02, (Glghes, %an)| = |(Xzn-tion, Fomton),
k=1, 2, ..., n.

En faisant n = 2 dans le systdme (13.27), on obtient la forme

fisz56=f34~f781 ]
812— 856 = g% — L3,

01’ ” Ol‘x,! (OLI, OL2) I =| (055, aG)’ (OL3, OC4), =J ((Z7, OL;).

Pour transformer cet abaque en un abaque rhomboidal il faut dess
ner le transparent et le fond sur une méme feuille en respectant
le parallélisme des axes Oz et O'z’. .

En éliminant la variable oy entre les équations du systéme (13.28)

et en inversant les signes des fonctions f,, et g, on obtient la forme
a sept variables

fr =F (fia + faa + fs6r €12 + 834 + gs6), (13.29)

qui est représentée par ’abaque de la figure 282 si 1’on y retire la
famille de lignes attribuées & la variable éliminée ag. La clef est:

Oz ” Olz,a (061, O('2) l :l (asv O‘G)’ |(OL3, OL4) I - I Q7.

Cet abaque peut également &tre transformé en un abaque rhomboidal,

L’avantage des abaques A transparent orienté représentatifs des
équations (13.28) et (13.29) sur les abaques rhomboidaux représe
tant les mémes équations est dans le fait qu’ils ne privilégient pas
certains problémes et dans la suggestivité inhérente A leur genre,
On les préférera donc souvent aux abaques rhomboidaux lorsqu'il
s’agira de représenter les relations indiquées.

En posant n = 3 dans le systdme d’équations (13.27), on obtient
la forme ;

fxz_f7s=faa—f9, 10 =f56*f11,12, }

812 8718 = 83— 8o, 10== 56— &11, 12

(13.30)

METHODE DE CONSTRUCTION 303:

,xv “ le” (al’ 7052) |: l (OL7, O‘S)v (063, ,a4) l = [ (OLQ, O‘10)’ ' (065, aG) ] =|:
. _ | =1 (a1, o).
L’élimination des variables og, oy, et oy, entre les équations duw
ystéme (13.30) nous conduit A une relation a neuf variables. L’aba-
ue correspondant est celui de la figure 283 sans les familles de
gnes attribuées aux variables éliminées. La clef est: ;
Oz || 0"’ (otg, ag) | — | g, (@3, @g) | — | ctg, (@5, Q6)| —| gz
ette relation est inexplicitable. L’important c’est que parmi les:
elations particuliéres a neuf. variables, représentables par des aba-

ues de ce type, il est toute une série de formes canoniques d’un
rand intérét [29], telle la forme

, fiotfaat o =fr+ T+ 1 _ (13.31)
ui se déduit par élimination des variables auxiliaires f, y et &
ntre les équations du systéme’ '

, lio—PB=Toa—yv="Fs—To }
(he+T1) —(fr+B) = — fu— (—fa) =Tss—9,
ui est un cas particulier du systéme (13.30), ou Ty,, T3, et T
ont des fonctions arbitraires.

Signalons- les cas particuliers suivants des formes canoniques:
(13.28) et (13.30) qui sont importants dans les applications:

frio—TIs=fau— T, } (13.32)
B12— 5= gz— s
; fiz‘_‘f7:j3lf""f8=f56"‘f91‘ } (13.33)
: : © B12— 871= 83— B8 = Bs6— Ko

Dans les abaques des relations (13.32) et (13.33), le transparent ne
porte que les échelles, on pourra donc 1'exécuter avec le méme papier
opaque que le fond par exemple. De tels abaques sont dits abaques:
a plan mobile orienté opaque.

§ 13.5. Méthode de construction d’abaques
a transparent orienté

Voyons d’abord comment construire 1’abaque de la forme (13.28)..
Les équations de ses éléments se déterminent & partir des relations:
(13.2) et (13:3) pour n = 2. Il est plus commode de les inscrire dans le
tableau 47.-On peut se servir de la forme d’écriture plus concise

‘ xlfm\fg,;; xllf56|f78

1
Y |g12]g34

v’ [ gse{ 818 -
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Portons les paramdtres de transformation a,, bo, @y by @, by @

5. et 6, dans les équations des éléments de I’abaque de la
gexlatig;l (913.28)? A cet effet, ajoutons la premiére équation (13.28)

au produit de la seconde par 8, puis multiplions le résultat par p. et |

additionnons 2 l'identité
ay — a5 = (ap + @) — (3 — a).

On obtient la premiére équation qui fait intervenir les paramétres de
transformation

la, + b (fre + 8,811 — lag + P (fse + 8.850)] =
—la, + @ + px (fza + 828301 — la; + a + pa (frs + 84 gs))-

De facon analogue on obtient la deuxiéme équation avec les parameé-
tres de transformation

[bg + py (ayfm + g12)] — [bcl: + By (‘Syfss—“gse)] =

by 4 b+ iy Oyfas + o)) — [b5 + b+ 1y Byfzs + gr)l !

Ces deux équations s’apparentent aux équations initiales. De la on'
déduit les nouvelles équations des éléments de 1'abaque. Elles.

sont consignées dans le tableau 49.

Tableau 49
Fond
| Cogggson- Champ (%, %,) Champ (xs, %4)
x agt P (f12+0x812) ay+ e+ (faa Ox834)
y bo+ Wy (6yf12+812) bo-+b+py (ayf34+g34)
Transparent
CD%%%SH- champ (Og, %) Champ (07, ®g)
z’ g+ (56 Oxgs6) a+ a - i (f73 -+ 28 2s)
y’ bg -+ 1y (8yfse+8s6) b+ b4y (8yfra—t-8as)

Les paramdtres a, et bo, a, et b; positionnent les systémes dé

coordonnées sur le fond et sur le transparent. Les paramétres i, ef

p, permettent de modifier les dimensions des éléments de 1’abaque

dans le sens des axes de coordonnées. Les paramdtres 8, et &, défi- 1

.
nissent une translation dans le sens des axes de coordonnées. Les
paramétres a et b permettent de mieux
res sur le fond et le transparent.

disposer les champs binai-

METHODE DE CONSTRUCTION

La méthode de construction de 1'abaque de la forme (13.28) se
raméne au suivant. Transcrire les équations des éléments de 1’abaque
et procéder A leur analyse. Parfois il y aura intérét .4 transformer
identiquement le systéme d’équations initial par introduction de

‘paramétres appropriés 8, et §,. Les équations des élémgnts'de I’aba-

que s’écriront alors
z | f12+5x€12
¥ l 6yf12+g12

fsa-+0xgsa z' \ f56 -+ 0x8s6 ‘ frg+0x87s

y’ layfﬁs‘i‘gas i Oyfret 818

Se donner ensuite les valeurs des paramatres p,x‘et @y et tracer
sur des feuilles différentes les esquisses des quatre champs binaires.
Ainsi le champ (c;, @p) est mis en place par les équations

T = Py (flz + axglz)v Yy = Py (6y f12 + glz)-

Les valeurs des paramadtres W, et p, sont 2
champs soient de dimensions convenables.

Reste maintenant & trouver une disposition commode aux champs.
Prendre 3 cet effet une collection quelconque de valeurs oy, Qg, . « '
..., ag, vérifiant le systéme d’équations (13.28), repérer les points
des champs binaires correspondant & ces valeurs: le point A/, dans le
champ (cty, @), le point M, dansle champ (3, 4), le point M; dans
le champ (a5, ag), le point M dans le champ (o7, @g). Superposer
ensuite les champs de telle sorte que soient réalisés les contacts

A/Iil,:‘*lw.;’ M2|=|M;

et que les axes des coordonnées soient paralléles. Epingler- ensuite
les feuilles. Déplacer les feuilles épinglées en respectant le parallélis-
me des axes de coordonnées pour déterminer la disposition convena-
ble des champs. Reste maintenant & rapporter le fond et le trans-
parent & un systéme de coordonnées et a calculer les valeurs ag, by,
a,, b;,a et b correspondantes. Mettre en place 1'abaque. Préciser
définitivement les valeurs des paramadtres et mettre 1’abaque au net.

TLes, é6quations des éléments de 1’abaque représentant la for-
me (13.30) se déduisent des relations (13.2) et (13.3) pour n = 3.
11 est commode d’utiliser la forme d’écriture plus concise

x]flz

y lglz

5yf34+g34

choisir telles que les

‘f3;1 l fs6 z’ l f7la \ fa.10

‘f'11,12" ’

83s | 836 2y ‘ g78 ‘ 89,10 lfgu,xz\
Les équations des éléments de 1’abaque aprés introduction des para-
matres de transformation sont inscrites dans le tableau 50. - -~

i Lia-forme (13.30) se représente comme la:forme (13.28).

' De ¢6 qui précéde il suit que les abaques A transparent:orienté
peuvent représenter non seulement des systémes d'équations . mais

20— 049
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Tableau 50 § -~ Ramenons la relation (13.34) & la premidre équation du systd-
. Fond me (1328)
Coor- 1 0—1log 4 =1log (eBt‘ — 1) — log v. '
c]llggs- . Champ (o, @2) Champ (05, ) Champ (Gs, Ce) B

z  |ag+Px (frot0xg19)| Gota—+pa (faa+0x834) | @9+ c+Pax (fs6 1 Oxgse)
Y {bot My (8yfr12tg12)] bot+b+ Uy (Syfsa—tgsa) bo-+d-+py (8yfse +856)
V Transparent
Coor- . .
don- | ' Champ (%, ) Champ (@, @19) Champ (¢, %12)
nées

agtctpx (f11,1aF0x811,12)
bo+d-+py (5yf11.12+gn,12) ‘

z' |ag~ W (fr-+Oxg78)
Yy’ |bo+py (Oyfretg78)

ag+a+ P (fo,1010x89,10)
bo-+b-+py (ayf9,10+é.'9,10)

des équations faisant intervenir jusqu’'a neuf variables. Les relations
contenant jusqu’a six variables sont réduites, si possible, par lin-
termédiaire de variables auxiliaires et parfeis de fonctions arbitrai-
res a la forme (13.28) ou (13.30), les relations & sept, huit et neuf
variables respectivement a la forme (13.30).

Si 1’on applique la méthode de répétition des variables auxiliai-
res développée dans les travaux [72, 73] on peut représenter par un
abaque des relations faisant intervenir un plus grand nombre de varia-
bles. La réponse sera comme précédemment donnée par une applica:
tion du transparent sur le fond. i

Les abaques a transparent orienté représentatifs de relations

A plusieurs variables complexes [74-77] présentent wn intérét évi- 4

dent.

32-34, 37-39, 41.

Exemple 78. Soit a déterminer d’aprés des données empiriques
les paramdtres A et B de la formule empirique [78]

p = A (B — 1), (13.34)

Plus bas sont traités des exemples types d’abaques & transparent
orienté représentant des relations et des systémes d’équations. On 4
peut trouver des abaques & transparent orienté dans les travaux [10, 4 :

tation méthanique. Ce probléme peut &tre résolu par un abaque

A transparent orienté. Prenons les intervalles suivants de variation = §
< 100; 0,05 < B < 0,30; 2 < t < 20 jours; 1
1 v 500 ml. : : .

des variables: 1 <C A4

{correspondant aux données empiriques ¢, et vy, ¢, et v,,
4de la maniére suivante. Faisons glisser le transparent orienté sur le
420+

] Pour deuxidme équation du méme systéme, prenons 1'identité
' B—0=B—0.

fiz=0, g812=2DB, fa=1og(eBt—1), g =B,
fss=1log A, gs=0, frg=1logv, g13=0.

L’abaque mis en place par les équations du tableau 49 pour.a, =

;' ;a; = b] =a =b =0, by =—25mm, p, = 75mm, p, = 500 mm,
I t, jours )
2 . \ 1{1 15 2’0

L N W A S W W W W 0,30
ANEANEAN N W V. W W ——FFF 7
X N W W W W W S W 17177
N N0 N S W W W W WO Wt A A

025 - NN N W VO W A
! W W W S e e a2
B-‘. |\ VW . W i A 8
0 W W W W . A 2 ‘
20 N W VW . W 117177020
LN N\ W W S O W 17
A\ WA W S W W W W W W 11177
N, LW N W W 111717
045 SN 17777
¢] N\ \ ANV VY (117777 0715
LW W W N W 1777
N W AN 1111777
Clef L W W W 111171777
I D W W 1177777 040
B ] \ 1 | T[] J]77777 ]
—I-b—o"l—A A VTN 117177777
N1 1777777~
Ji | ] [ [ ] ] IR/ 7
0,05 —L—L 2 177771180227
2) '
ll|”|||HllIllllllllﬂllll[||(l|||L|HIIIIHIlr“l“”l”“‘ll|||||||1||l[ll||(ll||ll”ﬂl||||1
i 2 3 493 10 20 30 40 50 100 200 300 400 500
A;o,mi .
b)

Fig. 287. Abaque & transparent orienté pour la formule (13.24).: a):fond ; b) trans-

parent

16, = — 6,3, 8, =0 est tracé sur la figure 287. Désignons par I Ie

qui donne le volume b do gaz dégagé dans le temps ¢ dems a fermen: a support de 1’échelle B. La clef est: le support des échelles confon-

d}les A et v vient en coincidence avecladroite donnée B, i.e. I| —|4,
= v - h o I
La clef de I’abaque suggére de choisir les paramétres 4 et B
ol eto,
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ond et amenons-le 3 occuper une position telle que les contacts 4 Ona :

= 1v, tal =1 Vas o - s In | — | v soient le mieux réalisés a vue. A _ A — -, B o

La cote de la droite B coincidant avec le bord supérieur du trans- ¢ fo=ut+—=ry 81 logu, fa v—5 Bu logv,
. . - . s e

parent fait connaitre le point B, la cote de 1'échelle A & son point fre= M, gss= —log N, fas=0, | grs= —log C.

d’intersection avec la droite I fait connaitre la réponse A. En'se
servant de 1’abaque de la figure 287 et des données empiriques du

' L’abaque mis en place par les équations du tableau 49 pour @, ==
tableau 51 on trouve A4 = 2,5 et B =0,164. La formule (13.34) § =0bo =4 = by =0, a =145 mm, b = 15,05 mm, p, = 10 mm,
s’écrit | ‘ ;

v=2,5 (%14 —1). T . ‘ \
Tableau 51 ‘?1‘ . by ——— 2 % 05 —
| 3 . v
¢, en jours -5 7 \ 8 9 \ 10 \ 12 \ 13 15 16 | 4 — e — —F . —
: 4G - _
v, en ml 3,1 \ 5,1 | 6,7 | 8,5 \ 10,7 \ 14,9 \ 18,6 | 26,6 30ﬂ —1% o > 2 —
| — eSS A
— . g i s vy L
A remarquer gque 1'équation (13.34) peut étre représentée par des A
abaques de divers types. Mais seul 1'abaque A transparent orienté )

permet de résoudre le probléme du choix des paramatres des formules
empiriques. Les méthodes nomographiques de détermination des para-
matres des formules empiriques a 1’aide d’abaques & transparent sont
développées dans les travaux [29, 71, 79-811.

Exemple 79. Construisons I’abaque A transparent orienté de
la relation

w=utv+—=+—+— | (13.35) ;

et appliquons-le a la recherche des extrémums de cette derniére sur |
les intervalles suivants: 0,0 L u < 4; 0,90 v < 4 1L ALS
1<B<5;0,5<C<2;5<w<10. .

Dans 1’équation (13.35) posons

H
H
]

e

A B
M:u7+v'+7,

c (13.36) 1§
N 3 ;_ y . RAE A ;
uv 6)
ol M et N sont des variables auxiliaives. L’équation (13.35) s’écrit 'f .
alors . 3 ; Fig. 288. Abaque & transparent orienté pour la formule (13.35) : a) fond ; b) trans-
' o i . parent ’ o )

w=M+N. S 3.3 |

Ramenons’l’équafion (13.36) & la forme (13.2‘8)* ' o0

e an

 logu—(—1log N)y=—logv—(—1logC).

Py = 50 m'm;u 6; = 6; — 0 est tracé sur la figure 288. La famille
de lignes w a été mise en place sur le champ (M, N) par 1’équation
(13.37). Pour guider le transparent sur le fond on a tracé une famille

de droites sut ce dernier-et une-droite-sur le transparent, paralléles
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aux axes des abscisses. La clef de 1'abaque sous réserve d’une appli-
cation orientée du transparent s’écrit:

(w, B)|=|¢C, (u, 4)|—|w.

Désignons par u* et v* les valeurs des variables u et vréalisant le
minimuro w* de w pour des valeurs données des parametres A,BetC. }
Les valeurs u*, v* et w* peuvent 8tre déterminées a 1’aide de 1’aba-. #
que. A cet effet faisons glisser le transparent orienté sur le fond en
respectant le contact B | — | C et en faisant attention aux cotes des |
lignes w tangentes a la ligne donnée A. Amenons le transparent dans
une position telle que la cote w soit minimale, i.e. soit égale & w*.
Le point C donné sur 1’échelle C définit v*. La valeur u* se lit au
point de tangence. On définit en méme temps le domaine des valeurs &
u et v dans lequel les valeurs de w sont proches de w* pour 4, Bet C .
donnés. , E

Supposons que A =5, B =2et C = 1. 11 vient u* = 2,4, v* =
= 1,6, w*=17,6. On établit que les valeurs u et v comprises dans les 4
intervalles 2,2 << u < 2,6 et 1,4 < v < 1,8 définissent les valeurs
de w proches de w* = 7,6.

A signaler que le probléme d’extrémum considéré est impossible @
3 résoudre avec un abaque rhomboidal représentatif de la relation |
(18.35). L’utilisation des abaques & transparent orienté pour la i
résolution de problémes d’extrémum fait ’objet’ du travail [58].

Exemple 80. Construisons un abaque a transparent orienté pour {
le systdme d’équations (9.22) avec la condition (9.23). Les interval- ‘4
les de variation sont les mémes que dans 1’exemple 66. j

Mettons les équations (9.22) sous la forme

M
ber = ——_h0—0,5$ = RaFa
ou bien L
(log z + log Ry) — ( —log b) = — log (ko — 0,5z) — (—log M) = 1
=1log R, — (— log Fy).
L’équation obtenue s’apparente a la premiére équation du systé-
me (13.30). Pour seconde équation du méme systdme prenons 1'iden- 1
tité .
log:c—0=logx—0=1ogx-—-0.

On a «,
fs = log z + log Ry, 812 = log z, fsq = — log (ko — 0,5 z),
g3 = log z, f5s = log Ra, 856 = log z, f:s = — log b, L
g1z =0, fo,10 = — log M, &, 10= 0, fi1, 12= —log Fay 8. 12 =07

L’abaque mis en place par les équations du tableau 50 pour a, =
= — 69,03 mm, b, = —18,06 mm, a; = 60 mm, by, =0, a =

' : 200
| s
1100

_ \\100 80 : »—75——45\——\—
40 AR AL hy,cm Re R, .
30 ANV 40

WL A AL D

\
S N N AR

300

20— |
RN

LS W N N W W W T
RNV N L U W W
AN\

~y 8
ALY \\\'\\\L\6

AN VAW

[SCRES N

LV G WL
WAL WAL VAL

4 100 200

5000

0. 20 1000 2000
Ry, kgtfom? R, kgffcm?
a)
l L T T l l 1 T 1 L L l
100 50 0 3 109 0
. M, tm .
b, om Fz, em?
5000 100 30 10 100 50 . 03 2
) I 1 Ty 1 1 ) AT I 1.1

; , 4)
Fig. 289. Abaque a transparent orienté pour le systéme (9.22) avec la condition
) (9.23): a) fond; b) transparent
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= 115mm, b = 0, ¢ = 300 mm, d = 125 mm, p, = 60 mm, p, =
= 60 mm, 6, = — 0,5, §, = 0 est tracé sur la figure 289 avec sa
clef. On a omis de tracer les droites horizontales z dans les champs
(z, R¢) et (z, R,), car elles sont superflues & la lecture de 1’abaque.
La droite oblique en pointillé du champ (z, h,) correspond au cas
d’égalité de la condition (9.23).

dm |
Exemple 81. Construisons un abaque & transparent orienté pour 4 (
le systéme d’équations (11.4) et (11.5) de I’exemple 72 dans lequel € 3 !

et o sont envisagés comme des variables auxiliaires [33]. Convenons
des limites suivantes de variation: 0,1 < d < 4m; 0,1 < v < 5m/s;
0,001 << Q < 100 m3/s; 0,016 << R < 1 m; 0,010 < n 0,017
0,0001 i< 0,1; 02 Ky << 1.

L’élimination des variables auxiliaires C et o entre les équations
(11.4) et (11.5) du systéme donne

£}

v="F( RVi, Q=2df(mv, R=dgm), (13.38) < ol
ol pour abréger on a posé , ‘
1 52,5V/n=0,13-0,75VE(Vn-0,1) 1/ B < v
F(n, R)y=—R** V=205 " YYR, 04
f(m)=0,25arccos (1—2n)—(0,5—n)V n—n? 03
_0,25arecos (1—21)—(0,5—m) ¥/ n—n? 023 |
g(n)= arccos (1—2n) .

Ramenons I’équation (13.38) & la forme (13.30):

0—logv= —log F(n, R)—log Vi = (log d*—1log Q) —[—log f ()],
logR—0=1log R—0=1logd—[—1logg (n)].

4 / «
0,004 0005 0,002 0,001
Les équations des éléments de 1'abaque s’écrivent

- , ‘ 000 0015
z I 0 l—logF(n, R)llogdz——logo; ! ['logv [ log V7| —legf(m : 2 ; : ,
N i ’ I a, w i
yilogR| log R ' log d y’[ 0 I 0 J——logg(’r]) 1"“L'l'l'l"”l~,[’|‘l T
O - 02030405 i 2 3 49
A l’examen de ces équations on voit que les familles de lignes R et d , v,mys

_;U‘,UUJU‘l 0,0004 0,001 - ;0700,4} 0,01.0,02 0,04 Eﬂ

[ L1 L Ll | 1

sont représentées sur le fond par des droites paralléles qui peuvent
8tre utilisées comme droites directrices. Sur le transparent -on
peut choisir pour droites directrices les supports des échelles i eti v.

‘L'abaque et sa clef sont tracés sur la figure 290. Le support de
I’échelle R est désigné par I. Dans le champ (z, R), la famille:de
drdites horizontales R de la figure 290, a a été remplacée par1’échelle-R.
Cette échelle présente un contact avec le support de 1'échelle i.
L’abaque mis en place par les équations du tableau 50 a été tracé
pour les valeurs suivantes des paramétres de transformation: a, =
=a; = b, =0, by =197 mm, a = 37,6 mm, & = — 35 mm, ¢ =

b) )

Fig. 290. AbaQué a ti‘aﬁéparent .orienté pour le systéme d’équations (11.4) et
(11.5) ot C et © sont envisagés comme des variables auxiliaires: a) fond; b}
transparent
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=6—3m6m, d=—9Tmm, p,=75 mm, p, =100 mm, 6, =
= y= .

La clef de }’abaque sous forme de contact et sous réserve d'une
application orientée du transparent s’écrit "

R|—|Ly I|—v, n|—]i,
ou L; est le support de 1’échelle i.

@, d)] =1,

§ 13.6. Abaques a transparent orienté
pour certaines formes canoniques transformables,

Parmi les cas particuliers des formes canoniques (13.28) et (13.30)
il en est une série dont les abaques sont susceptibles de transforma-
tions supplémentaires [29, 79]. A ces formes se rattachent par exem-
ple la forme (13.31) qui admet 1'introduction de trois fonctions arbi-
traires dans-les équations des éléments des abaques. Signalons deux
formes a quatre variables dont les abaques sont transformables:

fia + F (o3, 810) + 2 =0, (13.39)
fra + 812834 + f54 = 0. (13.40)
Représentation de la forme (13.39). Dans la forme (13.39) sup-

posons que
M = f12 + for
N = gy,
L’équation (13.39) s'écrit alors
M + F (a5, N) = 0,
et ’équa 1on (13.42):
T (g13) = T (g1a) = T (), (13.44) .
P (gy) =P (g10) = P (N), (13.45)

ol P et T sont des fonctions arbitraires. Ramenons les relations '
(13.41), (13.44) et (13.45) & la forme (13.30): :

[f12+ P (g12)] — O =[f1,+ P (g1p) +-a]l—a =[M + P (N)]— fs,
T(815)—0=T(gr)—0=T(N)—0, }

(13.41)
(13.42) -

(13.43)

ol @ est un paramétre. Les équations des éléments de 1'abaque sont =

x [f12+P<g12) fia+P (g10)+a| M+P(N)
v T | Tew | oren |
z’ | 0 I a ; fa

' ] 0 , 0 | 0

L’abaque est représenté sur la figure 291. Les points fixes ont été
désignés par M, et M,. Dans le premier champ (a;, o) sont mises en
place seulement les lignes o, dans le deuxiéme champ les lignes a,.
La famille de lignes a, a 6té tracée dans le champ (M, N) a I'aide de
I’équation (13.43). ‘ :

Le transparent est guidé par des directrices paralléles a 'axe des
abscisses. La clef ‘de 1’abaque est:

oy | —| My, ag|—| M,
sous réserve d’une application orientée du transparent. Elle est [re-
présentée schématiquement sur la figure 292.

- Le trait remarquable de cet abaque est la possibilité de dissocia-
tion des familles de lignes dans le champ (o, @) par I'introduction

ag| — | &g,

62'1 27 “3
AN g g
A\ [T [ [/ ]
YNV [T J///
YW\ JIT 777/
a) @ @ 2
3 T \ / /
, M, % A A M
M, M, 4
é) i ’2

Fig. 292. Clef de l’abaque‘de la fi-
jgure 2915

Fig. 291."Schéma_d’un abaque A trans-
parent orienté pour l'équation fi,+
+ F (a3, 812) + fa = 0: a) fond;
R b) transparent

d'un paramdtre a et de deux fonctions arbitraires susceptibles de
transformer les.familles de lignes.

Lorsque a = 0, les familles de lignes @, et a, forment le champ
binaire (o, o).

Représentation de la“:formé (13.40). Mettons-la sous la forme
du déterminant

0 fo 1
g34 —fa ’
1d-g44 .1+g34

multiplions ce déterminant par le déterminant numérique (4.13),
puis développons le déterminant obtenu suivant les éléments de la
troisidme rangée. Toutes transformations faites on obtient de nou-
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veau une relation du type (13.40), soit
B et 8re8ut fu=0,

ol 19, 19 fsa €t €34 dépendent des paramétres introduits. La relation
obtenue se réduit & la forme (13.30) par deux procédés:

—f_iz——0=('“ﬁz+a)-a=ﬁk+ﬁ, }

; ——10g§12—0-—=¥log§12—0=10g§34—10gﬁ
e

log fi— 0= (log f1p-+ &) — a= log foy—log§,

log ( —%—)—OZIOg ( -—éii')~0= —102534+10g(1+ﬁ),‘

12 12

B est ici une variable auxiliaire, @, un paramétre. On suppose que les

fonctions figurant sous le signe du logarithme sont positives. Dans

& @, 2
AR Y YAvAwAY] 4
M%gg M, A

Fig. 293. Schéma d’un abaqueA A transparent orienté pour l’équation fio |

+ 812834 + f3a = 0: a) fond; b) transparent . ol

‘

les deux cas 1’abaque est représenté sur la figure 293. Les' points

fixes ont, été désignés par M, et M,. Ils sont situés sur la directrice.
On a retiré la famille de lignes a, du champ (o4, a,) et la famille oy
du deuxiéme champ (o, o). Le support de 1'échelle B a été désigné

par 1. Le transparent est guidé par des droités paralléles tracées sur -

le fond. La clef est: ‘ .
oy | — | My, g —|My (03 @) |—|1, ‘ K

sous réserve d’une application oriéntée du transparent. .~
Les possibilités supplémentaires de transformation se traduisent

ici par une variation des paramétres introduits, une dissociation des
lignes dans le champ (o, @,) et deux procédés de réduction a la
forme (13.30). On peut par ailleurs permuter les champs (a;, o) et
(@3, a,) en raison de la symétrie de la-forme (13.40).

La relation (3.23) étudiée au § 3.7 se ramene & la forme (13.40)
de la maniére suivante: ‘ ‘ o

 fua e, B+ 812 (o B) g+ A (e, DI=0.

CHAPITRE 14

' PROBLEMES GENERAUX DE LA NOMOGRAPHIE
PRATIQUE ET THEORIQUE

~ Dans les chapitres précédents nous avons étudié les méthodes de
construction d'abaques de divers types. Pour conclure penchons-nous
sur quelques problémes généraux de la nomographie’ pratique et théo-

rique, plus exactement sur I'application des abaques au calcul et a 1’é-

tude de relations fonctionnelles, la construction d’abaques exacts et
approchés, les méthodes de' construction et de mise au net des aba-
ques, les probldmes de la nomographie théorique, les rapports de la

.nomographie avec les calculatrices.

§ 14.1, Application des abaques ai; caleul

Dans la hiérarchie de la technique du calcul 1'abaque occupe le

" bas de'I'échelle. C'est en effet la plus simple des' calculatrices. Il
' peut -8tre envisagé comme un accumulateur d’information, détermi-

nant l'information initiale et finale et le mode d’emploi de cette

dernicre. ¥

Le domaine d’application des;abaques au calcul est tributaire
de la précision fournie, laquelle dépend de la formule & représenter,
des' intervalles de variation des variables, des dimensions de 1’épure
et du type d’abaque choisi. En moyenne les abaques sont suscepti-
bles de fournir des réponses au centidme ou au millidme. Cette pré-
cision suffit pour la plupart des problémes pratiques. Dans les meil-
leurs des cas, les réponse$ sont fournies au dix-milliéme: voir par
exemple les abaques d'interpolation des figures 137 et 141. :

‘A noter que la précision’ des réponses fournies par les abaques
varie avec les combinaisons des grandeurs données. Ce n’est que
dans les plus simples des:cas que 1'on arrive a tracer des abaques

- donnant la réponse avec la méme erreur absolue ou'relative. Cepen-

dant ces cas sont assez fréquents en pratique. '

. 11 est: particulidrement difficile de construire un abaque assurant
la ‘précision de caleul voulue lorsque la réponse est &' lire dans un
champ binaire. Parfois on arrive & améliorer cette précision en intro-
duisant une somme;, un quotient'ou ‘un produit de -variables. Cet
artifice permet quelquefois de remplacer les’ champs binaires par
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des échelles. Pour accroitre la précision on trace 1’abaque non pas de
toute la formule mais de certaines de ses parties. On peut enfin uti-
liser des abaques fractionnésen fractionnantles intervalles de varia-

tion des variables et en construisant une série d’abaques represen-

tant la proposée. On trouvera des exemples d’abaques fractionnés
dans [40]. . ' )

Il importe d’attacher une sérieuse attention au choix des inter-
valles de variation des variables. Il est aussi mauvais de les r’edulre
que de les élargir. On construit généralement un abgqqe sous 1 hyp_o-
thése que 1’une des variables est de résolution, les limites de varia-
tion pouvant étre complétes ou incompletes. Le dernier cas,_est plus
avantageux pour la construction de ’abaque en ce sens qu il assure
la précision de calcul voulue. ,

La lecture d'un abaque approchée doit tenir compte de l'erreur,
d’approzimation de 1'abaque et de U'erreur de lecture. .

Si les abaques n’assurent pas la précision voulue,’ ils peuvent
servir d'appoint dans des calculs estimatif.s pour déterminer les
approximations d’ordre zéro-et mettre en évidence les erreurs gros-
siéres.

Les abaques & points alignés, & points équidistants, au compas et
barycentriques se prétent le mieux aux calculs. Aussi essayera-t-on
dans la mesure du possible de se limiter au seul usage dga ces types
d’abaques. Les abaques a transparent orienté sont parfois les seuls
3 résoudre des équations ou systémes d’équations tran§cendantes
faisant intervenir un grand nombre de paramétres variables. On
trouvera des exemples de résolution dans les travaux [32-34, 38, 391,

§ 14.2. Application des abaques a 1’étude
de relations fonctionnelles

Une propriété importante des abaques est la p?§sibilité de s'en
servir pour 1'étude des relations fonctionnelles qu’ils représentent,
plus exactement pour. ) . , X

1) étudier l'influence de certains parametres sur d’autres ;.

2) donner une interprétation géometrl(’me suggestive de certaines
propriétés connues de la formule & représenter; ,

3) établir & 1’aide de 1’abaque ‘les traits remarquables de la for-
mule étudiée. ) ) ;

L’abaque destiné & 1'analyse de la relation fon(}tlonnelle dO}t:
insister essentiellement sur le graphique de cette relation. Le ;pfoble-,
me de la précision des réponses passe au second plan. I1 est préférable.
de prendre des intervalles complets pour englober tous leg cas du‘
calcul. Les abaques & transparent orienté et les abaques & points
alignés sont les mieux adaptés & ’analyse des relations fonctionnelles..

Les problémes d’approximation d'une fonction par une . autre:
et les problémes de détermination des paramétres des formules empi-;

4 ou
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" riques offrent un .vaste terrain‘d’applications pour -les méthodes

nomographiques d’étude des relations fonctionnelles. Les méthodes
nomographiques de recherche des extrémums des relations présentent
également un intérét appréciable. ,

L’application de la méthode nomographique permet d'obtenir des
résultats - scientifiques moyennant:

1) I’analyse des abaques;

2) la construction d’abaques pour les formules inutilisables dans
la pratique en raison de leur complexité; .

- 3) la précision des formules de calcul suivie de leur représentation

par des abaques. En posant des problémes et en déduisant les formu-
les de -calcul, on' fait parfois des hypothéses simplificatrices afin
d’obtenir des formules commodes au-calcul. Il peut s’avérer que ces
formules ' ne soient pas représentables par des abaques alors que les

- relations’ primitives complexes le sont sans aucune restriction sim-

plificatrice. La construction de tels abaques constitue en soi un

" important résultat scientifique.

Les abaques dont les éléments admettent une interprétation
physique présentent un grand intérét dans la mesure ou ils sont a la
fois un instrument de calcul et un modéle géométrique suggestif de la
formule. Sont susceptibles de posséder une signification les supports
des échelles, leurs points d’intersection, la courbure des supports des
échelles, le point de tangence de la droite résolvante avec les sup-
ports des échelles, la courbure des lignes dans les champs binaires,
la droite résolvante et son point d’intersection avec les supports des
échelles, 'etc. :

_Plus bas sont exhibés des exemples d'utilisation des abaques
a I’étude de relations fonctionnelles.

Exemple 82. Etant données les fonctions ¢ (z), 4f(x)® ou 4
et B sont des parameétres [29, 84], on demande les valeurs des para-
maétres 4 et B qui, sur l'intervalle 2, <{ 2 < z,, minimisent la plus
grande erreur absolue d’approximation relative en pour-cent §:

B
6:100%)—. o (14.1)

~ Désignons par 8, la valeur correspondante du module de 1'erreur §,

qui est & déterminer aussi: _
Représentons la relation (14.1) par un abaque a points,alignés

- et utilisons ses propriétés géométriques remarquables pour déter-
' miner la. méthode de résolution du probléme posé.

-Mettons -1’équation (14.1) sous la forme

(5 _4@®
00T T

log (1 — 6/100) = log A + Blog f (z) — log @ ().  (14.2)
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Pour —5 < 8 < 5% la fonction log (1 — 8/100) peut étre avec suf-
fisamment de précision remplacée par la fonction M 6/100, 00 M =

= log e = 0,4343. L’équation (14.2) s’écrit :
0,004343 6 =log 4 + B log f (z) — log @ (2).
L’introduction de la variable auxiliaire I décompose 1'équation obte-

nue en deux équations
0,004343 6 + I = log A

7 A 1 B
_50 6
\\ 2
—7

0 < N\ _ “

~2Js B~ Z3

e (A N o z

7 N 4//

TFig. 294. Schéma d’un abaque a points

alignés pour la relation (14.1) et indi-

cation de la méthode de calcul des pa-
ramatres 4, B et §,

et I+ Blogf(z) —loge(z) =0,

s’apparentant respectivement aux formes (6.11) et (6.14). Représen-
tons ces deux équations par un abaque & échelles composé & points

. ques, 1’échelle A logarithmique.

alignés 2 double alignement.
L’abaque de I'équation (14.1) est
montré sur la figure 294. Il est
constitué des échelles paralldles §,
A, I, B et de 1’échelle curviligne
z. Les échelles § et B sont métri-

L’allure de 1’échelle curviligne z
dépend des
¢ () et f(x). Supposons pour
fixer les idées que le support de
cette échelle est de la forme re-
présentée schématiquement sur la

fonctions initiales

figure 294. Supposons par ailleurs

que les points de cotes négatives de 1’échelle métrique 8 sont situés i}

plus haut que le point de cote 0. » :
Pour résoudre le probldme posé nous allons utiliser le fait que les
échelles I et & sont paralléles, que 1’échelle 6 est métrique et I’échel-
le z curviligne.(la droite résolvante est susceptible de la couper en
deux points ou de lui étre tangente). A Hi
Menons par les points de cotes i, et z, une droite qui coupera les
échelles I et B respectivement aux points I et 2. La cote du point 2
fait connaitre B. A partir du point 2 tragons une tangente au support .
de 1'échelle x jusqu'a son intersection 3 avec 1'échelle I. Position- :
nons le point 4, milieu du segment d’extrémités I et 3. La droite
qui joint le point 4 au point coté O de 1'échelle § coupe 1’échelle 4
au point 5 dont la cote fait connaitre A. Enfin, en joignant les points
1 et 3 au point § par des droites, on obtient & leurs intersections avec |
16chelle & les points 6 et 7 équidistants du point coté 0 de 1'échel

le 6. Le point 6 aura la cote — 8, le point 7 la cote 8,. Sur la figu- "¢
re 294 on voit que les points A et B sont tels que quel que soit =

compris entre z; et z, on a — 8, < 8§ < J,.
La figure 295 représente 1'abaque de la relation

s toploga=dsl (14.3) {

i log =
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qui dérive de la relation (14.1) si1'on y pose ¢ (z) = log z et f () =
= .z._L’abaque permet de substituer une fonction puissance a une
fonction logarithmique. Les droites en pointillé correspondent a la

_ B

T 0,18
5 o7 A
] 1,2 —
o4 —] ]
-3 n N 7]
-2 ] \\ W
4 \\ 2
0 _ \\ 1
T~ i
,_: \\\ \\ n
2 — \\§
3 /////’0,9':
4j 1

3 O,8-j 0,13

t‘0,12‘

b

Fig. 295. Abaque A points alignés pour 1’équation (14.3)

solution de I’exemple numérique : z; = 50, z, = 5 000; réponse 4 =
= 0,91, B = 0,169, §, = 3,5%.

d; Exemple 83, Dans les canaux en profil de trapéze [33] le débit
eau

- iL/2w4/3 . (B m)H/3
¢ no (B2l T myys (14.4)
i, n, @ et m étant donnés, atteint sa valeur maximale
| e .
¢ " 8 V 1+ m2—4m)1/3 (14.5)
pour
B* = 2(V1 + m2— ,n)’ (14.6)

qui est la valeur du paramétre § la plus rentable hydrauliquement.
Ici Q est le débit, i, la déclivité, n, le coefficient de rugosité, w,
’aire mouillée du canal, m, le coefficient d’écartement des berges.
Le tableau 52 contient les valeurs p* calculées a 1'aide de la formu-

21—049
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le (14.6). A I’examen du tableau.52 on constate que la valeur ma.xgp
male p* = 2 correspond; & un profil rectangulaire (m ’=.,O). Mais
dans la pratique les canaux en profil de trapéze sont généralement

En faisant pivoter le:bord de la régle autour du point coté O de
I'échelle 6Q on obtient la valeur p* & l'intersection de la régle avec
I’échelle B. On voit qu'une variation de m entre 0 et 3 entraine une
variation de P* entre 2' et 0,32, ce qui corrobore entidrement les

Tableau 52 données du tableau 52. ,
I1 est naturel d’appeler Aydrauliguement rentables les valeurs f
m 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 telles que la quantité 8Q n’excéde pas une valeur admissible 6Q,
(par exemple l'erreur de 2 & 3 % de la formule du débit). Le domaine
des valeurs hydrauliquement rentables est délimité sur: 1'échelle B
p* 2 | 1,236 | 0,828 | 0,606 | 0,472 | 0,385 | 0,325 par des droites joignant le point de cote donnée de1'échelle m aux:

points de 1’échelle 6Q de cotes 0 et de valeur donnée 8Q,.

L’échelle 8Q se distingue par une irrégularité de la distribution
des cotes qui est nettement exprimée en particulier au début de
I’échelle ou 1'échelon, de 0,1 % environ, est 10 fois plus grand qu'd
Pextrémité. L'irrégularité de 1'échelle 8Q et les dimensions relati-
- vement peu élevées de 1’échelle m expriment le fait que les quantités
8Q seront. insignifiantes méme pour de grands écarts de  par rapport
a p*. En effet, si I’on pose par exemple § = 2 indépendamment de la
quantité m, on voit sur ’abaque que le maximum de 6Q sera¥égal
d 2'% environ. En effet, la tangente au support de 1'échelle m menée
.par le point coté 2 de 1'échelle P coupe 1'échelle 6Q en un point de

aplatis, i.e. leur largeur au fond vaut plusieurs fois leur profon_deur,
donc B > B*. Il serait de ce fait intéressant de savoir comment u‘]ﬂue
I’écart de P par rapport & p* sur la réduction relative du débit en
i pour cent, soit

o . ;
555/" 80 =100 QQ*‘? . (147)
En portant les expressions (’14.4) “
4 et (14.5) de Q et Q* dans I'équa-
tion (14.7), on obtient

H]lllHIIIHIITHIIIHILIH”H
w

(1 __5_0_)3= cote égale & environ 2 %. Or, ainsi qu'il ressort du tableau 52 et de
5 100 I'abaque f = 2 est la plus rentable hydrauliquement pour un profil
B+m) @V T m?:—4m) rectangulaire. Donc 1’analyse de 1'abaque nous conduit 3 la conclu-
2 = B2V 11 m)e sion que la valeur P la plus rentable hydrauliquement au profil

2

(14.8)

L’équation (14.8) est du second -
degré en f. Comme nous sommes .
intéressés par 1écart maximum de
B par rapport a P* nous allons '
considérer.la racine dominante de‘
cette équation, soit

rectangulaire est rentable hydrauliquement A tous les profils en
trapéze, puisque les écarts 6Q sont du méme ordre que 1’erreur de la
formule du débit. Donc la formule (14.6) et le tableau 52 ne possédent
qu'une signification formelle et sont dénués de tout intérét pratique.

Exemple 84. En hydraulique, pour simplifier les calculs, on
remplace parfois les formules empiriques du coefficient de Chezy

/
v
4
T |H|HII1%TTIT

—0 — C=C(n R) (14.10)
= —2)1 2 '
Fig. 296. Abaque & points alignés pour- ﬁ 12/- +mit : par les formules
1’équation (14.9) + f;'[/1+m —2m . (14.9) C:_ll_Ry(), (14.41)
1— 11— (1 —58Q/100)3 n

A remarquer que la formule (14.9) se transforme en la formule (14.6).
our §Q = 0. ’ . .

g AinsQi on est conduit A étudier 1’équation (14.9). Utilisons a cet

effet un abaque. L'équation (14.9) se raméne & la fprrge (6.14) et se

représente par un abaque A points alignés constitué des echelleg

parallgles B et 8Q. et de 1'échelle curviligne, m. Dans cet abaque, qui,

est représenté sur la figure 296, la droite en pointillé correspond & la

solution de l'exemple numérique: m = 0,5, B = 2; réponse 8Q. =
=1,1%. ' - , . o : ‘ ;

‘ol y, est une constante, R, le rayon hydraulique, n, le coefficient
de rugosité. L’erreur relative en.pour cent, consécutive a cette subs-
‘titution, est. exprimée par la formule - .

‘ C (ny R)—— R% : v
8 =100 —f—. (1412

‘ E.tu'dion‘s sur un abaque ‘[33] I'influence du paramétre y."ol'etvdes.
-] variables n et R sur la quantité 6C. La relation (14.12) est représen-
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table par un abaque & points alignés puisqu’elle se réduit a la for-
me (6.22): - :

— log (1 — 8C/100) + y, log R — log [nC (n, R)] = 0.

La figure 297 représente I’abaque de la relation

 Les lignes du faisceau n étant suffisamment espacées, il est
impossible de trouver une valeur y, telle que la formule (14.11)
remplace la formule (14.14) avec une erreur relative insignifiante
sur les limites compldtes de variation des variables n et R.

Si les lignes n sont proches de droites, cela signifie que la formu-
le (14.14) peut &tre remplacée avec une erreur relative insignifiante
par des formules du type (14.11) quel que soit n fixe. Ceci étant,
- 3 toute valeur de n aurait été associée une valeur y, définie comme
la cote y, du point de concours de son prolongement avec la droite
donnée n. . .
* Pour n petit les lignes n sont proches de droites (la ligne n =
= 0,010 est une droite). La courbure des lignes n croit avec n, d’ou
il résulte que pour n fixe, 1’erreur relative entrainée par la substi-
~ tution de la formule (14.11) & la formule (14:14) croit avec la valeur
fixée de n. Ainsi pour la valeur maximale n = 0,040 et 01<RL
< 3 m, on trouve y, = 0,31 et —8 < 8C < 0,2 %.

Sil’on se donne une erreur relative admissible 6Cy = 0, en joignant
un point quelconque de 1'échelle y, aux points de 1'échelle 8C" co-
tés — 8C, et 6C,, on obtient dans le champ binaire (r, R) le domai-
ne de valeurs de n et R tel que | 8C | < 8C,. Ce domaine. est suf-

§C = 100 [1— RV~ %° Vi+0,13+0,95VE (V;-o.l)]. (14.13)
qui se déduit de la relation (14.12) par substitution a C(n, R) de la
formule compléte de N. Pavlovski

C:_1_R2,5V£—0,13—0,75V§(Vﬁ-o,l). (14_14)'
n i

Les intervalles de variation sont
0,010 < n < 0,040, 0K RLI m,
0,12 L yo< 0,35, —30 L 6C K 15 %.

’ ue est constitué des échelles paralléles 8C et yo et du champ
Il;‘irigi'% (n, R) mis en place par une famille de droites parallsles R

Y, _ fisamment vaste. Ses bords dépendent de la valeur choisie y.
035 On trouvera d’autres exemples d'étude de relations fonction-
~ nelles par des abaques dans les travaux [26, 29, 30, 32, 33, 71, 791
030 § 14.3. Abaques exacts et approchés
Quand on a une relation 3 étudier on peut la représenter par un
0,25 abaque exact ou par un abaque approché. ' :
Dans le premier cas on la raméne & 1'une des formes canoniques
indiquées plus' haut. : ~
0,20 A remarquer quesi larelation ne renferme que trois variables on
peut toujours la représenter par un abaque A entrecroisement ou,
E e moyennant. une transformation de ce dernier, par des abaques a
o

points alignés et & points équidistants (§ 5.1) ou des abaques a con-
tacts tangentiels (§§ 5.3 et 5.4).
Dans les cas particuliers ou la relation a trois variables rentre
dans 1'une des formes. canoniques (6.9) et (6.11) a (6.20) elle peut
- 8tre représentée par un abaque a échelles & points alignés. :
Si la proposée contient quatre variables et plus, elle n'est pas
_représentable par un abaque dans le cas général. Cependant les re-
lations impliquant un grand nombre de variables, que 1’on rencontre
en pratique -sont généralement représentables par des abaques.

On essaye d’abord de représenter la proposée par un abaque sim-
ple. Si l’on ne réussit pas on envisage la construction d’abaques
composés. Dans les cas complexes on recourt a la répétition des
variables, 4 l'introduction, en guise de nouvelles variables, d'un

Fig. 297. Abaque & points alignés pour V'équation (14.13)

amille de lignes n. La droite cotée 1 m de la famille .R
zt(l)ir‘xl(ﬁ?lefavec le suppo%t de ’6chelle 8C. Les lignes n forment un {als-
ceau delsommet le point coté 0 de 1’éch_e=11’e 8C. Donc pour R = in, it |
la quantité 6C = 0 quel que soit . Gecis tixphque par le falic/que es 1
formules (14.11) et (14.14) donnent ’la. méme valeur C = in pmir e
R = 1 m. La ligne droite en pointillé figure la solutlon’de 1 ex%nclp f 1
numérique: n = 0,016, R =2,5m, Yo = 0,33; réponse =4
= —17,3 %.
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produit, d’un quotient ou d’une somme des variables, -enfin 4 la
représentation de parties de la formule.

Parfois on arrive a représenter la proposée par plusieurs types
d’abaques. Il faut alors choisir 1’abaque optimal en fonction des
hypothéses ‘données. Si par exemple 1’on a réussi a ramener 1a pro-
posée a la forme .

D’autres méthodes de représentation aque! i
) par des abaques’ oché
ilngu;:‘I’lt dlan&},d [22', 29, 62, 74, 84, 89-103]. L’artictlle [182?%&22:
e ! ey i T,
o e, es ‘derniers travaux sur v\les méthodes de repres.ex}ifation
Citons des exemples d’abaques approchés. ’

Exemple 85. La figure 298 représente un abaqu 6 3
Ex 3 ea ch i
alignés [105] pour la table de Forster-Rybkine EI106] ?1€§fisé: gapr?sullz:

@

fie + fis = fas + fa6r

on sait qu'elle est représentable par plusieurs types d’abaques dont
I’étude comparative fait 1'objet du travail (82]. Signalons dans le -
méme ordre d’idées le travail [83] qui développe les diverses métho-
des de représentation de la forme

fy +fs +fat+fat o+ fo =0

A la fin de ’ouvrage on trouvera une liste des formes canoniques .
représentables par des abaques simples et des abaques composés,
constitués d’abaques simples du méme type ou de types divers.

Lorsque la preposée ne se réduit pas 3 une forme représentable, -
ou lorsqu’elle est donnée tabulairement ou que son abaque exact est
trop lourd,.on se tourne vers un abaque :approché. Le principe -de -
I’abaque approché consiste a remplacer avec une certaine erreur
admissible la proposée par une relation représentable par un abaque.

Récapitulons les méthodes de construction d’abaques approchés
examinées dans cet ouvrage.

1. Au § 3.7 on a étudié une méthode d’approximation de rela-
tions & trois et quatre variables par des relations représentables par
des abaques A points alignés et a transparent orienté. Ces questions
sont vues plus en détail dans le travail [57]. ,

2. Au § 5.8 on a donné l’algorithme de la substitution approchée
d’abaques cartésiens rectilignes aux abaques cartésiens -dans le but
de les transformer en abaques a points alignés. Les figures 114 ot
119 représentent des abaques approchés. Ce sujet est traité plus en
détail dans les travaux [84, 85l

3. Au § 8.1 on a exposé 1'algorithme de construction d'un aba-
que & entrecroisement approché pour une relation A quatre variables.
Cet algorithme fait 1’objet d’une étude plus détaillée dans le travail i

~N
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[68] ot sont exhibés des exemples de construction d'abaques appro- 4 o

chés. : ‘{1 Fig. 298. Abaque approché & points aligné i ’

4. Aux §§ 6.10, 6.12 et 9.4 on s'est jpenché sur une méthode de ‘ ‘utilisée (Ii)a’ns' leésl Icirigilgoﬁ;éiaﬁli)é%g: Foster-Rybkine [58]

représentation de cases tabulaires a deux et trois entrées, admettant | P

une interpolation linéaire sur toutes les variables. Les abaques tra- if: calculs hydraulogiques. Cette'table renferme les valeursidel f& cti ‘
: B ‘ : 1atonction

cés seront approchés pour les fonctions .données par ces cases tabu- |- ;
laires, et exacts pour les formules d’interpolation correspondantes. : i 9 =F(C,, D), -
Les méthodes de construction d’abaques d’interpolation sont trai- | ol C, est e s g, s ‘
A 9 { ou C, st le coefficient d’asymétrie, p, la pr i1ité de dé g
tées dans les travaux [28, 29, 86 a 88l. | en pour cent, ‘@, 1'6cart normé 1a fgfo'&er?ng,bié;%;ﬁ: S:tpggiesﬁsgz
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sur les intervalles
0<Ci<L2 01<pPLI0%, 1KPLE,

. 1
correspondant au calcul de crues maximales. Pour tracer 1’abaque

approché on s’est servi de la méthode développée dans [93]. La plus -

kZ _n_=_‘_0,.45
Zo,s
6 | |

n=-05

N

|
ZAnuaEa |
T mEEE
AT T
31;‘ 3119 312° 3‘5" l l(],155 0,60
7/ 7

Fig. 299. Abaque composé approché & entrecroisement pour I'intégrale elliptique

(14.15

grande erreur d’approximation sur @ ne dépasse pa’\s.O,le. La droite
en pointillé figure la solution de 'exemple numérique: Cy = 1,3,
p =0,9 %; réponse P = 3,32.

Exemple 86. La figure 299 représente un abaqge 3 entrecroise-
ment composé approché [68], tracé d’aprés la méthode du § 8.1
pour le calcul de I'intégrale elliptique

@

J (1+nsina) V1—ksin?a

sur les intervalles
0L L3, 05K —0,4, 0L K < 0,8.

Pour tracer ’abaque on s’est servi des tables [107]. L’erreur affecEant
IT n’excéde pas 0,0003. Les droites en pointillé correspondent a la
solution du cas numérique: ¢ = 31,4°, kK =05, n =—043; "

réponse /I = 0,587. Les familles de lignes &® et n étant presque recti-

lignes, on peut, en utilisant le principe de dualité, transfprmer cet
abaque en un abaque & échelles & points alignés a double alignement.

1= | do. (14.15)'?

§ 14.4] TRACE ET MISE AU NET DES ABAQUES 329

L’abaque transformé est représenté sur la figure 300. La quantité
IT se trouve par une double application de la régle. Les droites en
pointillé figurent la solution de 1'exemple numérique précédent.

y 7
— 30°

ke - qssEJ

a5 . 3 -
-~ T 31 . "

\4&\ 7] -0

I~ \\0——————1—-—:'}&——-4--— /0,5

e 32° 0,50

L. 33 ]

0

Fig. '300.  Abaque composé approché & points alignés, dual de 1’abaque de la
figure 299, dans lequel les familles de courbes 2 et n ont été préalablement rem-
‘ ' placées par des familles.de droites

La précision de 1"abaque transformé est 1égérement inférieure a celle

-de'’abaque A entrecroisement initial en raison de la substitution de

familles: de droites aux familles de courbes.

| 1h e et
§ 14.4. Tracé et mis‘e‘ au net des abaques

" Pour tracer les abaques on utilise les méthodes du dessin indus--
triel en''s’arrangeant pour réduire au minimum les erreurs. graphi-
ques. Il importe de vérifier soigneusement les instruments. Pour
mettre en place le réseau de coordonnées on pourra se servir d’une

reégle de Drobychev utilisée en géodésie et en cartographie. Le coordi-

natographe est plus commode encore pour porter les coordonnées
des, points des échelles, des familles de lignes et des champs binaires.

¢ L’abaque est tracé sur du gros papier d’abord au crayon, et
ensuite a 1’encre de chine. Pour réduire les erreurs graphiques il
faut confier cette opération a la.méme personne. Généralement les.
abaques sont tracés pour étre réduits en photographie, le meilleur
coefficient de réduction étant 0,7. Pour faciliter le contrdle des er--
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reurs commises pendant la photographie, il est souhaitable de mettre
les abaques ‘en place dans un'cadre rectangulaire. Aprés ‘téduction
les diagonales du ‘cadre ‘doivent étre égales. ’

‘Le papier carton convient le mieux a la reproduction des abaques.

On commence & utiliser des calculatrices couplées a des traceurs
.de courbes dans le calcul automatique (cf. § 14.6).

Une disposition et des annotations judicieuses contribueraient
sans aucun doute a répandre 1'usage des abaques dans la pratique.
Les abaques doivent &tre mis en place de fagon a 8tre lus sans effort.
Le mode d’emploi doit sauter aux yeux. Il faut les munir d’annota-
tions suggestives et d’exemples numériques. 11 faut éviter de les
surcharger avec des annotations et des dessins superlfus. Les annota-
tions doivent 8tre explicites, i. e. le déchiffrement du mode et du
domaine d’emploi ne doit pas renvoyer a une étude de la méthode
de construction, laquelle doit figurer & part.

Les recueils d’abaques édités par le Centre de calcul de I’Acadé-
mie des Sciences de 1'U.R.S.S. [32 & 43] fournissent des exemples
.d’abaques et d’annotations correctement présentés.

§ 14.5. Problémes de la nomographie théorique

La représentabilité et 1'unicité sont des problémes essentiels en

nomographie théorique.

Par représentabilité on entend la possibilité de ramener:1'équa-
tion ou le systdme d’équations donné a une forme canonique (si cela
.est possible on indiquera 1’algorithme de cette réduction). Ce pro-

bléme a ét6 résolu pour certaines formes canoniques qui ne sont pas

utilisées ‘en pratique en raison de leur complexité. Cependant ‘cette

voie n’est pas A négliger dans la mesure ou il est possible d'utiliser

les calculatrices pour réaliser les algorithmes établis.

Par unicité on entend l’existence d'un procédé unique de réduc-
tion de laproposée A telle ou telle forme canonique. S’ilexiste d’autres
procédés on les indiquera de méme que les possibilités de transforma-
tion des abaques dans chacun d’eux. Pour utiliser ces résultats, il
n’est pas indispensable de connaitre la théorie de leur établissement.
Ils deviennent donc immédiatement 1’apanage de la pratique. Signa-
lons que deux voies ont été proposées pour le probléme de 1'unicité,
I'une le résolvant conjointement au probléme de représentabilité,
1’autre séparément.

Exemple 87. On a montré que 'si, moyennant certaines con-.

+traintes naturelles [6], une équation A trois variables est représentable
‘par un abaque a points alignés constitué de deux échelles rectilignes
et d'une échelle curviligne, cet abaque sera unique aux transforma-
tions projectives prds. Donc tous les abaques a points alignés, repré-
sentatifs de la forme da Cauchy (6.14), seront projectifs 1’un de 1'autre.
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Exemple 88. On connait [29] deux procédés de réduction de
'équation (6.10) & la 'forme (13.33), représentable par un abaque
A ‘transparent ‘orienté. Ces procédés sont ’

fra = P=Ffautv="rss £, ‘ }
S,

. log g1, — log p=log gz, —log v =1og g56—log
‘e

fiz“f’zfatg'—?:fse—a,' }
(fatgi2) —P2= (f§4+834)—"22:=(f§e+g56)—62-

Ici B,y et & sont des variables auxiliaires. L'unicité de la réduc-
tion de 1'équation (6.10) & la forme (13.33), aux transformations
admissibles prés des abaques, n'ayant pas été résolue, il est encore
prématuré d'affirmer qu’il n’existe pas de représentations autres que
les deux indiquées. '

Divers auteurs [6, 17, 20, 31] ont consacré un grand nombre de
travaux a la représentabilité et 1'unicité. Les articles [49, 104, 108]
passent en revue;les travaux consacrés aux problémes théoriques de
nomographie. Des comptes-rendus de travaux portant essentiellement
sur la nomographie théorique sont publiés dans la revue « Matéma-
tika » dans le chapitre « Méthodes numériques ».

§ 14.6. Sur les liens ‘des abaques
avec les calculatrices

Comparaison de la solution nomographique et de la solution
sur calculatrice d’'un méme probléme. Si la proposée est représen-
table par un abaque dont la précision est suffisante, sa solution sera
généralement plus avantageuse que les solutions sur machine qui
se réduisent soit & un programme standard, soit & un tableau volu-

b

mineux A plusieurs entrées.

Exemple 89. L’équation (6.43) qui donne la variable inconnue
¢ comme une fonction de u, v et w est représentée par 1’abaque & points
alignés de la figure 2 sur lequel la réponse ¢ est donnée par une appli-
cation de la régle. La précision est suffisante pour ce probléme.

" 'En utilisant les calculatrices on peut obtenir deux solutions du
méme probldme: composer un programme standard pour déterminer
¢t avec trois paramdtres variables ou dresser un tableau de valeurs
de t & trois entrées. Il est aisé de voir -que 1'abaque de la figure 2
posséde l'avantage de la suggestivité, de la simplicité et d'une
résolution rapide sur le programme standard ou sur un tableau.
L’avantagede 1’abaque devient encore plus met s’il faut déterminer
les variations de ¢ en fonction de u, v-et w. Surl’abaque de la figure
2 :ce probldme demande quelques secondes et une simple translation

e la régle.
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A remarquer que 1’abaque de la figure 2 est a résolution totale,
i.e. chacune des variables ¢, u, v et w est susceptible d’étre’irtconnue.
Le programme standard est loin de jouir de cette propriété, quant
3 la résolution du probléme inverse & 1'aide du tableau, elle pose
de grosses difficultés.

Application des calculatrices au calcul des ahaques: L'e calcul
des coordonnées des points des échelles et des champs binaires peut

h,m
3
151 Km*s
1 _—'400
7] |- 300
R ‘ :—-200
I 12
] - . bm
- 1100
0.8 2 08
0,8+ -
N 500 0,6
0,74~ | .
] *‘\;3 ,
TS50~ 0
0,6 o 4
B t—20 2,5
0,5 o
- 10 >
0,4 o
A ?‘54 i5
0,3 3 - m
el —
-2 1
I -
0,2 tq

0,9

Fig. 301. Abaque approché de Tchébychev: & points alignés pour la formule
(14.16) calculé sur une calculatrice & 1'aide d’un programme spécial

étre confié A une machine. Programme standard, tableau et abaque
peuvent étre considérés comme des formes distinctes de la résolution
a la machine. , o ‘

Les calculatrices sont particuliérement efficaces pour le calcul
des abaques approchés qui impliquent un grand nombre d’opéra-
tions.

Exemple 90. L’article [85] développe une méthode de construc-
tion d’abaques approchés de Tchébychev a échelles paralléles et champ
binaire, représentatifs de relations a quatre variables, données par
des formules ou des tableaux a trois entrées. La mise en ceuvre de
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cette méthode qui nécessite de gros calculs a été facilitée parla compo-
sition d'un programme spécial pour calculatrice [97, 98]. Elle est
appliquée au calcul des tables de fonctions impliquées dans la rela-
tion approchée, des erreurs d’approximation et des coordonnées des
points du champ- binaire.

La figure 301 représente 1’abaque approché de Tchébychev con-
struit par cette méthode pour la formule

_ ~ bhtmhz

bh - mh? \0'223 9'0311/ b+2 )/ Tmih

b2V T+m k) ’
(14.16)

qui détermine le module du débit K dans un canal & profil en tra:
péze avec un coefficient de rugosité n = 0,020 dans la formule
compléte. de N. Pavlovski pour un coefficient de Chezy C. Ici b
est la largeur du canal au fond, m, le coefficient d’écartement des
berges, %, la hauteur de 1’eau. L’erreur relative maximale sur K
ne dépasse pas 3 % dans les intervalles de variation des variables.
La droite en pointillé figure la solution de 1’exemple numérique:
h=07m, b =0,8 m, m =1,5; réponse K = 34 m?/s.

{K = 50 (bh 4 mh?) (

Tracé automatique des abaques. L’application des calculatrices
aujtracé automatique des abaques ouvre une nouvelle voie 3 la
nomographie. Un programme de calcul d’échelles [109] a été le pre-
mier' résultat acquis. Il se distingue par un choix automatique de
1'échelon. On a demandé uniquement les équations des échelles et
les intervalles de variation des variables. Cette idée a été dévelop-
pée dans les travaux [110 2 118]. Un systéme de procédures a été mis
au point pour tracer automatiquement les.éléments des abaques
(échelles et familles de lignes) au moyen d'une imprimante alphanu-
mérique [110 & 113] et un traceur de courbes branché sur une calcu-
latrice rapide [110, 114 & 118].

L'imprimante ne donne que les esquisses des abaques. De plus
les échelles, familles de lignes et champs binaires sont délivrés
sous forme de collection de points figurés par les symboles de 1'impri-
mante. L'esquisse de 1’abaque est mise en place A la main en:reliant
les points correspondants par des lignes auprés desquelles sont inscri-
tes les cotes des points respectifs.

La construction des abaques est singuliérement simplifiée par
1’'emploi de traceurs de courbes branchés a une calculatrice. Dans
ce cas le travail préliminaire de construction se réduit a une sélection
du type d’abaque, au choix des parameétres de transformation et des
fonctions arbitraires compte tenu des dimensions de 1'épure, de 1'er-
reur -commise sur la solution et les intervalles de variation des varia-
bies, a 1l'écriture des équations des éléments de 1’abaque et a la
construction de son esquisse. Une fois en possession des équations des
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éléments de 1’abaque, des limites de 'v:.ariation des variables et fie
’esquisse, on peul entamer la composition _du programime pour tra-
cer 1’abaque & 1’aide d’une calculatrice rapide couplée a un traceéx(l)r
de courbes. Le programme est écrit dans %e langage. ALGQL— 0.
Il renferme les équations des éléments df) 1'abaque, les ll;n}}tes, de
variation des variables, l’appﬁl des procédures de construction au-
) iique des éléments de 1’abaque. ‘ .
tomﬁé;ngaques construits avec des calculatrices rapldes’ sont 1é-
gérement retouchés en raison de l’imperfectlvon des procédures de
construction automatique des éléments de 1’abaque. Les abaques
sont ensuites reproduits au calque.

Exemple 91. L’abaque de la figure 173 a été tracé pour la relaf
tion b

lesintervalles 0 < v < 3,0 L v < 4,0 < S 52 l’ai(,ie’d’une,
iiicilsal‘nr;‘ice et d’un\trac;u de (Burbzs. Les. équations des éléments
sont :

& le u:

échelle u 0, y — 18 ub;

Schelle v:

° z =120, y =10v%;

chelle w: z =T71, y = 6,43 w2

L'algorithme est le suivant:

begin real z, y, u, v, W; ,

procedure w u (u, @, y); begin z: = 0; y: =18 X wt2 end;r

procedure w v (v, 2, ¥); begin z: = 120; y: =10X v Qtendf 3

procedure u w (w, z, y); begin x: =77.1; y: =643 X w‘r‘
2end;

nyct (1, 1, 150, — 20); .

pZJJc ©, 3, — 1, 1, wu); pwk , 4, 1, 1, wv);

pwk (0, 5, 1, 1, wv); bay (150, 200) end. v

Tei wu, wv, ww représentent les procédures de calcu}’des goordonr
nées z et y des échelles u, v, et w3 nyct, la procédure d etab}lssement
de la plume qui sert A positionner I’origine dgs‘ coordonnées ; pwk,
la procédure de calcul et de construction des’ échelles; bxy, la pro-
cédure de retrait, de la plume des limites de 1'épure (150 et 200 repré-
sentent les coordonnées du point de retrait de la p_h’lme). La f:onst’xjuc-
tion de 1’abaque a nécessité 62 s. Le programme na pas prevu l'ins-
cription des symboles des échelles attribuées aux variables..

De nombreux abaques [43, 119 & 122] ont été coqstrum,tsr avec des
caleulatrices et des traceurs de courbes. Une mention spéciale est

3 faire au travail [121] qui contient une série d’abaques représentatifs.
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d’un systéme complexe d’équations, dont la construction aurait
été impossible sans la calculatrice et le traceur de courbes.

La mise au point de procédures pour la construction, automatique
des éléments des: abaques & 1'aide. d’une calculagrice et dun. traceur
de. courbes laisse percer de réelles possibilités d’automatisation
totale de la construction des abaques de divers types. Cette automa-
tisation se traduit par: 1) la construction des abaques a la machine,
i.e. la déduction des équations des éléments des abaques et la dé-
termination des paramétres de transformation et des fonctions arbi-
traires impliqués; 2) le calcul et le dessin des abaques. Le tracé
préliminaire de 1'esquisse devient superflu. Tout en disposant de la
formule et du type d’abaque (représentatif de cette formule), des
intervalles de variation des variables, de la variable de résolution
et des limites de 1’épure, on obtient 1'abaque tout prét.

Des algorithmes et des programmes ont été rédigés pour :

1) les abaques a points alignés représentatifs d’équations de la
forme f; 4 f, = f3, dont les supports des:variables données sont
coniques et dont le support de 1'échelle de résolution est rectiligne
et approche le mieux une échelle métrique ou logarithmique [123];

2) les abaques approchés a points alignés constitués de deux
échelles curvilignes et d'une échelle de résolution rectiligne, repré-
sentant une relation donnée par un tableau & deux entrées [124];

3) les abaques & points alignés constitués d’une famille d’arcs
et de deux échelles paralléles, représentatifs d’équations & trois
variables [125];

4) les abaques adaptés & points équidistants, représentatifs de
].a fOI'me f12 =f34 “I“ f35‘ [126];

5): les abaques & points alignés, représentatifs du systéme
d’équations f, = Afy + Bf,, fy = Cfi+ Dfy, fs = Ffy+ Ff, [127];

6) les. abaques ‘& points alignés, représentatifs de la forme

 fifs + fogs + Ry =0 [128];

7) les abaques & points alignés, représentatifs de la forme f; +
~+fo = f3, constitués d’échelles paralleles ou  concourantes lorsque
I’échelle: de résolution est proche d'une échelle métrique ou loga-
rithmique [129]; ' ‘

8) les abaques au compas adaptés, représentatifs des formes
f12 +f13 :f45 +f467 f12 + fla =.f4 +f57 fl +f2 :f3 _i_" f4[130];

9) les abaques a points alignés constitués. d’une famille d’arcs

] et de deux échelles paralléles pour un tableau a deux entrées

[131]. .

Le trait remarquable des travaux énumérés est que les program-
mes qui ont été rédigés pour eux, moyennant quelques restrictions,
délivrent 1’abaque immédiatement apreés 1'introduction des données
initiales. . :

Exemple 92. La figure 302 représente un: abaque a points alignés
& échelles rectilignes pour l'équation
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—J+—5 “w

sur les intervalles 0,1 L u <1, 0,1 <<y < 1, 0,05 <Sw g 0,5,

dont 1’échelle de résolution w est proche d’une échelle logamthz:u.lque.

La droite en pointillé figure la solution de 1’exemple numérique :

u = 0,24, v = 0,55; réponse w = 0,167. L'abaque a été construit
24 w )]

0,05 e— o

' ITHH!IIII[IH]'HIl'l!l!

A snanm
/

K=
w

ES)
(3]
L'ulmuhmluxll

vs .4 1 1 -
Fig. 302. Abaque A points alignés pour 1’équation - + =% dont I'échelle de

résolution w est ‘proche d'une échelle logarithmique, construit a 1'aide d'une
calculatrice et d'un traceur de courbes selon un programme de construction
automatique d’abaques & échelles rectilignes

a I'aide d’une calculatrice et d’un traceur de courbes d’aprés le pro-
gramme rédigé pour la relation f; + f, =f; & laquelle s’apparente
la proposée [129]. Le texte du programme est:

begin

real procedure fI (u); fI: = 1Ilu;

real procedure f2 (v); f2: = 1/v;

real procedure f3 (w); f3: = I/w;

array wl [1:6] yl1:3]; input (ul,y);

N3p (.5, 1, ul, y, f1, 12, f3) ‘

end

52

A, 1,..1, 1, .05, .5;
74, 75, 76;
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N3p (.5, 1, ul, y, f1, f2, f3) est la procédure réalisant la construc-
tion, le calcul et le tracé de 1'abaque; ul, 1'unité de stockage des
limites de variation; y, 1'unité de stockage des chiffres représentant
les dizaines des indices des échelles (ici les indices 74, 75, 76 cor-
respondent a u, v, w). Dans la procédure N3p le chiffre .5 représente
le coefficient de similitude relativement & un cadre fixe de dimensions
250 X 200 mm, le chiffre 7 indique que 1'échelle de résolution
s’approche d’une échelle logarithmique.

Les problémes relatifs & la nomographie sur machine sont traités
plus en détail dans les travaux [132, 133l

Notons en conclusion que les abaques qui sont !'instrument de
calcul scientifique le plus simple, le plus économique et le plus ac-
cessible, voient leur importance croitre avec la pénétration des cal-
culatrices dans tous les secteurs économiques. Cela s'explique d'un
coté par le fait que les calculatrices offrent de vastes possibilités
pour le calcul et la construction des abaques et de 1’autre, par le
fait que les calculatrices s'attaquant en principe aux problémes les

plus compliqués, ceux qui le sont moins sont résolus par les méthodes
nomographiques.
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LISTE DES FORMES CANONIQUES

Formes canoniques pour les abaques simples

1. Echelles accolées :
a) une échelle accolée :

=7 (o),
b) systeme d&’échelles accolées:
f1=f2xf3= o=/,

2. A’bagues a entrecroisement :
a) général :

(fig. 70); (3.1}

(fig. 75). (3.24)

F(u, v, w)=0, ((fig. 76); (4.1)

b) rectiligne :

f2'—f1 hgfs—'f1 . -
G2—g1  S3—g1 (fig. 78);  4.11)

c) cartésien Tectilignes

flfs—é—fzga‘f'hgzoa

3. Abaques a points alignés:
a) a échelles pour les équations:

(fig. 85). (4.22)

fo—1f _ fa—Hh .
g g—g (fig. 107), (6.5)
fitfe=1s (fig. 123), (G.11)
f1="lol3 (fig. 132) (6.12)

fid-fot+fs = fifsfs (6.13)
fifs+7fags+hy =0, (fig. 109), (6.14)
)

fifofs+(f1-+12) g5+ hy =0, (6.15
hH+f .
73:1——%* (fig. 145), (6.16)
1
HTE =T (6.17)
Fq
+—~~ (fig. 108), (6.18)
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Afxf2f3+B1f2fa+Bzfaf1+Baf1fz+le1+02f2+03f3-{—D=0, (6.19)
iw=Auv-+ Bu-{-Cv-D, (fig. 134), (6.20)

(lof1f2+l1f1+lzfz+la) f3"|‘(’"of1f2+”L1f1+m2fz+ms) g3+
- (nofafa =k nafy A nafa-tng) hy=0;  (6.21)

b) & champs binaires :

foa—he _ Joe—ha fig. 61 et 120), (6.4
834 — 812 86— 812 (Hig: © ) (64
fifsatfag3a+ R =0, (fig. 139), (6.22)
Fos | Goa _y, (fig. 138), (6.23)

¥, 7T,
fifaofaa+(f1+12) g3a-Fhaa=0, (fig. 143), (6.24)
_ fitTes 6.95
fe g1t 8as ' (6.25)
=Sl 6.26
7 g2t ga’ ( )

Lofrfat+1if1+1afa 1 1) faat (mofifa==mafy -+ mafs 4 my) 834+
+ (nof1faFnafy+nofy -t ng) haa =0, (6.27)
t = Auvw + Buv -+ Cvw -+ Dwu~+ Eu-Fo+-Gw - H, } (6.28)
@ (4, V)=V (w, t), 1§ (fig. 181), (8.2)
F(u, v, w)==0, (fig. 87); (4.1)
¢) & contacts tangentiels et a contacts mixtes:

F (u, v, w)=0, (fig. 98, 102, 104); (4&.1)

d) pour les systémes d’équations:
fsa—Tf1s — foe—Fe _ :@n’“fm
814812 856 812 gn-1,n—812
s W)= A}, (0)+ Bfy (), }
fo ()= Cfy (W)+Dfy (), -
w=a;-bjuitcyv, } (6.30)
t=a,-+byu-cyv,

w= alub‘vc‘, }

(3.11), (6.6)

(fig. 125), (6.29)

(6.31)
it = a,ubue,
fr W)+ £y (0)=fs W), }
fra (u, v)=14 (£),
4. Abaques A points équidistants :
a) pour les équations:
(faa—F12)2 4 (830 —812)% = (fss —F12)? 4 (856 —g12)%  (fig. 269), (12.1)
fifsat+fa83a+Ras =0, (fig. 270), (12.2)
F(u, vy, w)=0, (fig. 88), (4.1)

(fig. 130). (6.32)
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@ (u, v)=vY (w, 1), (fig. 182), (8.2)
fra=fsa+1ss,  (fig. 204, 218), (8.20), (9.1)
hi=l+1s (lig. 219), (9.2)
fra=Tfau+t7f54 (fig. 222), (9.3)
fra=fs+ 10 (fig. 224), (9.4)
fitfa=rs+Ta (lig. 224), (9.5)
fra=134+ 15 (lig. 218), (9.6)
fitfe=ls+1s+15; 9.7)
b) pour le systéme d'équations :
fre=lfsat+Tss="Fer+Feg="- - =Tn-s, n1+7In-s, ns (9.15)
fro="Fsa+f35="Fo21fes- (9.16)
5. Abaques au compas :
a) pour les équations:
(faa—F12)2 4 (830 —812)2 = (frs— fo6)* + (€78 — E56)% (lig. 271), (12.5)
Fra+F5 (8120 @5)=faa+Fg (€34s %), (13.19)
hioths="rusfoer  (fig. 210, 232), (8.25), (10.1)
fra=13 (fig. 233), (10.2)
fi="re+ 13 (fig. 234), (10.3)
fra="{s4, (fig. 236), (10.4)
fiet+Tis="14, (fig. 237), (10.5)
fro="fs+14, (fig. 238), (10.6)
fitfo=Ffs-tTa (fig. 239), (10.7)
fre="F3a-+735% (fig. 241), (10.8)
fre+Ffis="1s+ s, (fig. 242), (10.9)
Uitfetta=1fa+ 15 (lig. 243), (10.10)
Frot-fa=Ta5+for (Iig. 232), (10.11)
fre-tfa=fa4Tfs4fes (fig.k244), (10.12)
hafetfs=fi+Ts-fe (fig. 232); (10.13)
b) pour les systémes d’équations :
fietfis=lastTa6= - =ln-s, neaFIn-s n-3=Fn-2s n-1-Ffrn-z, ns ;{(10-17)
fretis=latls=-..=f1, nc1+Fns (10.18)
fratTis=fas -t fag =Frg4Fa9 (fig. 246), (10.19)
fretfs=fuu+Tfs="rs+ 7 (fig. 247), (10.20)
fra—Ts6=/f3a—[18
812 E56» } (fig. 286). (13.13)

B34 = L8>
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6. Abaques barycentriques:
a) pour l'équation : ‘
fst(flzﬂl‘fam g12T834) (11.10}
b) pour les systémes d’équations:
fio+faa=Ts6s }
g12-1834= 569
fr2="1s+ 145 }
g12= 836 8a>

(fig. 255), (11.3)

(fig. 261), (11.6)

fe="ts } (fig. 262), (11.7)
fg12=284
=1t + 1o } (fig. 263). (11.8)

812= 835"
7. Abaques rhomboidaux:
a) pour l'équation:
fa=F (f12-+faa+Tseo g12+g34+g55)’, (11.22)

b) pour le systéme d’équations:

fo—lss=faa— 1o | (fig. 267). (11.19)
g1o— g56 = B34 787
8. Abaques & index paralléle et en équerre:
fﬂtl'__fl? —_ f’tﬁ—fBG

fig. 272 et 273), (12.8}
g3a— 812 g7 856 (tig b

—_ fﬁll—f'l? 97
foo g3a— 812 (12:7)
f1f34+g34=f2f56+g5m J12.8)
h—fa=f—la (12.9)
A 210

fs fa© (12.10)

9. Abaques & un degré de liberté de translation du transparent:
a) pour les équations:

fiz 4 Fs (€125 og) = faa+ g (8300 %) (fig. 285), (13.19)
fre+T1a=fas+Taeo (fig. 217), (8.25)

fit st fstla=0 (fig. 35), (2.2
fitfat+fs=0; (2.6)

L) pour les systémes d’équations :

feh—1, 2= foh-142n, 2h+2n +a,
gok-1, 2h = E2k—1427, 2R+2102 } (13.12)
k=1, 2, «oey 1%y
12—f56:f34—f781
812 = &s6° } (13.13)

g34= 818"
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10. Abaques & transparent orienté :
a) pour les équations:

s=P(t, D(w, ¢(x, v), (tig. 191),  (3.9)
fra="F (faar 56 (fig. 199), (8.14)
f12=faa+Tse0 (fig. 202), (8.19)
fio =TFaat a5 (fig. 204 et 205), (8.20)
fre 4 fio=TFastfuer (fig. 215), (8.25)
fra+fsatfss="r1+Tfa1for (13.31)
fr=F (fia+fas+Ts60 Gratg3at+Es0)s (13.29)
fratF (%3, g12)+74=0, (fig. 291), (13.39)
Fro 812834+ F34=0, (Fig. 293), (13.40)

fia €12 1
fas g3 1|=0, (§ 14.5), (6.10)

. fse 56 1
b) pour les systémes d'équations:

fre—Fipon, a+on=Tl2n—1, 20 —Ton—112n, 2nt2n0

81281 42n, 2+2n =82k~ 1, 28 —82k—1+2n, 2+ 2ns (fig. 279), (13.27)
k=2, ..., n,
fle—fm:fm—‘fs, 1o=f50—‘f11. 121
12— 828834 89, 10= €56 8114 121 (ig. 283), (13.30)
fra—Fs0="T34— a8, }
g12— 856 =834 — 878

fro—fr=Ta—fs=fse—To 1

(fig. 282), (13.28)

g1z—g7=g31—~g8:g50_g9, J (13.33)
fm“"f5=f34—fu,
(13.32)

g12—85 =831 8¢~
A‘H. Abaques 3 transparent de forme générale:
For-1, sh=Tor—142n, 2n+2n €08 P — 8ok 142n, 20420 sin p+-a,
Son_1, 2h=Ton-1+2n, ant2n SN P 8Eon_ 142n, 2r42n COS P+,
k=1, 2, ..., n, ;

. ’4)" y y
(fon—1, on—T12)2 -+ (gon_ 1 g2 = (fig. 279), (13.1)

=(f2h—1+2n, 21L+2n—‘fi+2n, 2+2n)2 +

+(29h— 1120, 2042n— E142nm, 2+20)"

pu— a
k=2,3, ..., n,

| ] (tig. 279),
(fgk_1, zh—'f34)“+(g2h~1, zk"‘gsa)2= (13.6) ot (13.7)
=(fan—1+2n, 2ht2n—[342m, sran)®+

+ (@2n—1+2m, 2hron—8342n, it2n)r

k=3, 4, ..., n,
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12=f34 €OS @ —g34 CIN @ -a, } b) & contacts tangentiels :

g12=1[34 SIN Q- g34 COS ¢-+0b,
(f34*f12)2+(€34—‘812)2= (fTH—j56)2+(g78—g56)21

(fig. 281), (13.8)
Og=15 (%5, f4(%a f5(g, [y (0y, ay)))),

(tig. 195, b), (8.11)
S:P(t, D (w, ¢ (u, v)))s

(fig. 282), (13.9)

du méme type

frw) g 1

fle) g 1

a) & 6chelles:

fr(uw) g(w) 1

fa) g 1

( 34-f12)2+(g34—‘g12)2=(f9. 10— f28)2 -+ (gs, 10— &78)%
(fsc‘“fm)?“%(gsu—guv=(f11,
(f;':G'_‘f34)2+(g56—g34)2:(jlly
(f34’—f12)2+(g34"g12)2:(f11,
(fSG_f12)2+(g56”g12)2=(f13.
([78—_f12)2+(g18_g12)2:(flﬁ‘
(fsﬁ—‘f34)2+(g50’—oa4)2=(f13.
(f78~‘f34)2+(g78'—g34)2=(jls.

O =1p_1 (On_1s fnoo (@p_gs -

fa@) g 1=
lf12’}‘f13=f45+f467

fo () £2(V) 1{=0, f3 (w) g3 (W) 1|==0,

(fig. 283),
12— f28)*+ (€11, 12— &78)% (13.10)

12— o, 10)2 1+ (811, 12— &0, 10)%

12— fo, 102+ (€11, 12— 49,107

1a— fo,10)%+ (€13, 14— &9, 10)% (fig. 284),
16— fo. 10>+ (€15, 16— 8o, 10% (13.11)
14—f11,17)2+(g13, 14— 811, 12)%

16— J11, 12)2+ (815, 16— 811, 12)%-

1I. Formes canoniques pour abaques composés constitués d’abaques simples

1. Abaques a entrecroisement composés:

oy o (G, @g)) --),  (fig. 196), (8.12)
— e’

n-3

f11=f1+f2+ e +fn~11 (8'13)

g =[5 (g, fa (% (05, fo (0, %1))))s
s=P (ty (D(wv (P<u7 l)))),

(fig. 195, a), (8.11)
(fig. 186), (8.9)
@ (v, v)==1 (w, t), (fig. 174), (8.2)
fl@) gl 1
0, fs (W) gz(w) 1|=0,
fa (1) fga(t) 1
fr2= 1" (f3a> ¥s6)s
f12:f34+f567

f12:f34+f35a

(fig. 183), (8.7)

(tig. 198), (8.14)
(fig. 201), (8.19)
(lig. 203), (8.20)
(fig. 209). (8.25)

2. Abaques composés a points alignés :

fl@) g 1

(tig. 184), (8.7)
fo () ga(®) 1

fi+le=T1stTo (fig. 146), (6.33)

f1-Ff2=Tsf 4 (fig. 147), (6.34)

fr-+ 1ot is=fals: (fig. 148), (635

fife4-g2= sl (fig. 149); (6.36)

(tig. 192), (8.9)
P (u, v)y=1 (v, 1), (fig. 180); (8.2)

¢) 2 champs binaires et familles de lignes:
Frz (%1, @) g1 (0, @) 1
Taa (%3, 0g) gaq (03, ;) 1
s (o, o) g (@, ag) 1
f5 (e, ) gs (&, o) 1
foa (s @7)  gaq (g, ©7)7 1
Tao (G5, @) ggg (g, Og)

fTS_fSG

_—

)
=0, l

{ (fig. 185), (8.8)
o, |

)

fsa—T12

€3a— 812 Bos— 855 (12.6)
Fop= fsa—f1o

834812’ (12.7)

filsa+g3a=15F56-F €56 (12.8)

flz-l‘fm:fz;s‘f‘f«my
g =[5 (%ss f4(0tas f3 (@3, 5 (g, @y)))),
s=P I, O(w, ¢, v)),
Iy 1 1
fz 2 1 =O7
F(fss)  G(f3g) 1

(Tig. 212 et 213), (8.25)
(fig. 195, ¢), (8.11)
(Fig. 193), (8.9)

a3

a3

(fig. 151), (6.58)

fiF1y =134, (6.61)
Tiofs-tfa8a 11y =0, (6.62)
frafs+13485 4Ny =0, (6.63)

flzfu)’]‘/38‘45*{‘/%5:0, (6.34)
Frafse+ 34856+ 56 =0, (6.65)

oy Ja s g
R (6.66)

F(u, v, w)=0, (fig. 89). (4.1)

3. Abaques composés a points équidistants

Pty w=laatTlseF oo + Fulo ne s (9.24)
fra-tJ17== T34t 569 (9.25)

O =[5 (Qg, f4(Qy, f3(0tgs fo (g, &g))))s (fig. 195, d), (8.11)
s=P(t, O, ¢(u, v)), (Tig. 194), (8.9)

I (u, v, w)=0, (fig. 90). (4.1)
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4. Abagues au compas cOmposés :
fro+fiz+fastfast oo- +f'n—5,n—4+fn—5,n-3?,
=fp-g, nettfnmz,n  (1021)
freFfratfas+Fas="Trs 4 fr9) (figs 248)s (10.22)

5. Abaque barycentrique composeé *

fa=F (fro+Tfaa+Fser g1+ 8341 8s0) (11.22)
6. Reégle & plusieurs curseurs:
frtfot st et fn=0. @1

[II. Formes cononiques pour abaques composés constitnés d’abaques simples
de type divers

~

1. Abaques composés 3 points alignés et abaques 2 entrecroisement 3

f1 81 1
fo g, 1]1=0, (fig. 150), (6.58)
F(fa)) G(fza) 1
fit+fa="fa (6.61)
frofs -+ 1ag8a+hs=0, (6.62)
f1afs 4 faa85 -+ hs =0, (6.63)
fratas +Fagas + a5 =0, (6.64)
frofse—+faugss +Rs6=0, (6.65)
f12=£3’j?% (6.66)
fio=TF (foar fse)e (8.14)
2. Abaque composé & points équidistants et abaque & entrecroisement:
fiz'_—"F(f:mv fﬁﬁ)' (8.14)

3. Abaques composés a points alignés ot A points équidistants:
fro="Fs4fafs6t 856 (fig. 276), (12.16)

f1 81 1
fa g2 11=0, (6.58)

F (f34) G (de) 1
fi+fa =134 (6.61)
frafa+1f38a-+ha=0, (6.62)
f1ofs 413485 +1s=0, (6.63)
fiafas+T2845+has =0, (6.64)
f1afsotf3a850 t 156 =0, (6.65)
frz= éz—j}%' (6.66)
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4. Abaque composé a points alignés et au compas:
fia+fis=1Ta+Isfer 8o (lig. 277). (12.18)
5. Abaque composé & points alignés et abaque barycentrique:

fsa'“fs.;’*_fm
g56— 83a T 812

6. Abaque composé & points alignés et abaque rhomboidal :

=Sl he (g o74). (12.12)
g78— 83a 1 812

fas—fss—Tsa+Tio _ fo, 10— fss—faatTio
g78— 856 — €34T 812 g9, 10— £56— &3a 812

7. Abaque composé & points équidistants et au compas:

fmz/u—f:sa‘%'fsv“l‘fsa:

. (fig. 275). (12.14)

(fig. 278). (12.20)

23—049
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1. Echelles accolées :

B 1,4oc?, 142 (fig. T1);
3 (1 3
£=9,81 % (fig. 74).

2. Abaques a entrecroisement :
a) pour les équations:

w==uv (fig. 82);
C:% R2,5V?{—0,13—0,751/?(1/’5—0,1) (fig. 84);
uw—v(e¥—1)—weW=0 (fig. 86);

b) pour le systéme d’équations :
v=F (u,t, a), .‘x, . .
v=0 (u, w, ), J (fig. 115-117) 5
ol a=const

c) composé :
¢ d
U= 5 A (Lig. 299).
(1+4nsin?a) )/ 1—k?sin2a

3. Abaques a points alignés:
a) & échelles pour les équations:

uw—+v (eW—1) —wew=0 (fig. 1) 3
C:%R2,5V5—0,13—o,751/§(1/1‘{—0,1) dig. 114);
1,11 (fig. 122, 302);

u v w

P =50-0,75 (T — 150) ++ 0,25 (A — 20) (fig. 124);

1,37 .

A=0,0131 ' (fig. 133);
(fig. 1373
(fig. 172, 173);

w=—0,02uv+0,72u -} 51v -} 870

w?=u?-|v?
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5
B —21/ m+ 4 ]/1—}—,-:1,2—2/n (fig. 296) -
1=V 1—(1—8Q/100) g 29}
table & deux entrées (fig. 298);
b) a échelles pour le systéme d’équations : ’
h2
T
b (lig. 128);
nm = ——
4h

€) composés A échelles a double alignement :

B
5= 100 Log z— Az

log = (fig. 295);
@
H:j da
) (I4-nsin?a) )/ T—Rsmte (fig. 300);

d) a champs binaires pour les équations :

(u-1.— LOg (w - t)
R (fig. 2);
.
p=da (tig. ©65);
Ci=Ap(z, )¢z, 1), (fig. 140);
ou p(z, 1)=16,46-10-12754,75 _, _ '
» 124,75 4-0,91z,

. 6 =4
4, 1)2M+M+ (543_ 394 o
‘ ‘ 1+ 0,005.;) ez + 0,625 (1—1000)
table 24 3 i fo
. able 24 {a/-trms entrées (fig. 141);
C=100[1—RV¥ =25 Vie4+0,134+0,75VRE( V-t .
[ PVROG-00) g g, 297) ;
K=50 (hpmie) (——0Lmh? ) b+ 2V T
b20 Y 1= m? (fig. 301);
e) & champs binaires pour les systémes d’équations :
IIZIIg—}—‘gq2'
v=F (u, ¢ a),
U:(D(u, w, a) } (fig. 119) 5

f) & contacts ponctuels ot un contact tangenticl :

CziRZ,SW—O,13~0,751//17(-\/17—0,1) :
- (fig. 105);

Q= (bh+- mh?) v,
v V &i, (fig. 131),

X=b+2h V1—}—m2,
23*



356 LISTE DES RELATIONS NOMOGRAPHIQULS

ou
bh-+ mh?
_—
b+20 Y 1+ m?
7-0,13-0,75 VR(Vi-0,1)
C:iRZ'E’V" ,
n
m=0, n=0,015, b=0,5m.

4. Abaques & points équidistants :
a) pour les équations:

P=50-40,75 (I' —150) - 0,25 (4 —20) (fig. 220, 221);
= —0,02uv+100vw -~ uw —1,17u -+ 30v— 9400w - 2844 (fig. 223);

AP =1F (O, d), (fig. 225);
F(Q, d=1, 21-9— pour Q < 0,808,

F(Q, d)=1,58 2 Q pour 0,808 << Q < 1,624,

0,04 o _Q_ﬁ 1,62d
Fw,®=5A1L——+00m4Q) 2 pour 0>

v=2,5u®%uf3u? (fig. 226);

2Q® _ 4 (- mer)” ey (fig. 3);
9,81 1-+2mnee .
Gy = 0ty g0ty oty (fig. 227);
b) pour les systémes d’équations :
M =baRy (hy—0,52), ' ‘
RaFa:bIRfoy (fig. 228);
z < 0,55k,
i a-0,375Va(Vn-0,1)
0= 4n1/z (0’25d)2,37+1.251/“ , (g, 2600
Q=0,25nd%
composé : ' .
) comp Clp = Oy Qg+ 0ty a5 -+ g (fig. 231)
5. Abaques au compas :
a) pour les équations: “ N
P =504-0,75 (T — 150) 40,25 (4—20) (tig. 235);
fig. 240);
u=2,5u?’G ug’3 ug'g (;g 2[5) '
g =0l 4 Cp Qg+ %y -5 (fig. 249);
b) composé :

Olg = Oty ~ Oy - g - Otg ~+ g+ O - g - O (fig. 249).
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6. Abaques barycentriques :
a) pour 1'équation :
. kymy - kgmg 8myg bdmg
L —~0,73-—Ts— log p— 0,73 (mg—-my) log T
1E ki —kg \2 kymy~ksmg . .
— 1,5 (mg— my) ( o ) log =TS (fig. 265)
'<b), pour les systémes d’équations :
v=CV Ri, fig. 260);
0 = oo, (fig. 260) ;

c—1 p23Va-0.183-015VE(VA-0,1)

n
©=d*[0,25 arccos (1—21)—(0,5—n) V=],

Re=d 0,25 arccos (1*21])~(0,5_n) ]/n—_—ni
arccos (1 —2n)

41 1/1

Q= (0,25@)237+ 1,25V d=- 0,375V (Vn-0,1)

Q= 0,25::1(121;

(lig. 264).

7. Abaque rhomboidal :
O == Gy ~= 0y Oty 0y 005 |- g (fig. 268).

8. Regles a plusicurs curseurs :
a) & un curseur ;

P =50-+40,75 (T —150)-0,25 (4—20) (fig. 41);
184 )
IO (fig. 44);

b) a deux curseurs :
150 000 (Hg. 47);

¢) & trois curseurs et une famille de lignes constantes :

M=

aQ? (bhey -+ nLh,gr)3
98T — (fig. 51).
Y,81 b4 2mhgy

9. Abaques A transparent orienté :
a) pour les équations :

=4 (eBt““ (fig. 287);

w—u—}—v—{— + +—- (tig. 288).

uv
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b) pour les systémes d’équations :
M =bzR;¢ (hy—0,52),
RyFa="bzRy, } (fig. 289);

< 0,55h,
Vi H2,5V77+0,37—0,75VE(V77—0,1)
Y

V=
n

0,25 arccos (1—2m) —(0,5—m) Vn—mn
arccos (1 —2mn)

R=d

\
Q=4d2v (0,25 arccos (1—271)——(0,5—7])1/-7_}\—1]2]7 ‘ (fig. 290).
)

INDEX ALPHABETIQUE

Abaque

— approché 325, 326

— — de Tchébychev 362

— barycentrique 256-276, 259, 318

— — en chaine 272

— —, champ central 258

— —, champs extrémes 258

— — composé 272

— —, échelle extréme 269

— cartésien 78

— — rectiligne 83, 84

— — — approché 107, 109

— au compas 205-207, 211, 234-256,
280, 281, 287, 288, 300

— — — adapté 211, 234-2506, 281,
287, 288, 318

— — — adapté composé 253-255

— — — adapté, forme canonique
205, 234

— — — général 207, 280, 294

- composé 7, 284, 326

— — & points alignés 90, 117, 120,
121, 162-166, 190, 194, 195, 209,
283

— — & points alignés au compas 287

— — a points alignés a contacts
tangentiels 189, 195, 197

— — apoints alignés & double aligne-
ment 90, 162-166, 189, 191,
195

— — A& points alignés & double aligne-
ment a échelle 190

— — A& points alignés a double aligne-
ment a échelle muette 162, 163,
189, 208, 283

— — &'points alignés a double aligne-
ment géné al & quatre champs et
une famille de lignes 190

— — a points alignés a entrecroise-
ment 121, 165, 166

—— — A& points alignés et équidistants
90, 287

Abaque approche a points alignés a
plusicurs alignements 162, 194, 197

— — & points alignés d points fixes
et familles de lignes 90, 196, 197

Abaque a un degré de liberté de
déplacement du transparent 34-43,
48, 210, 296-301

— a un degré de liberté de déplace-
ment du tr nsparent, répétition des
variables auxiliaires 306

— dual 94

— @ entrecroisement 74-114, 165-166,
186-211

— — — en chaine 196, 198

— — — composé a quatre variables
186-188

— — — composé A& quatre variables,
approché 188

— — - compo=¢ & quatre variables,
rectiligne 180, 190

— — — composé ramifié 199, 205

— — — constitué de deux familles
de droites et une famille de courbes
94, 98

— — — constitué de trois familles
de droites 94

— — — constitué d’une famille de
droites et de deux familles de
courbes 94, 97, 98

— — — général 74, 94, 96

— — —, méthode de construction
analytique 75

— — —, méthode de construction
synthétique 75

— — — rectiligne 76, 94, 100, 114,
115

— — — rectiligne approché 108-114

— fractionné 318

— a index en équerre 283, 284, 296

— a index paralléle 207, 208, 281-283

— a index paralléle, général 208,
281-283
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Abaque & points alignés 56-64, 08,
88-89, 92-166, 179-185, 189-192,
194-196, 208, 283-287, 293, 294,
318, 330-332

— — — — & champs binaires 56-64,
97, 114 117, 119, 147-153, 157,
159, 162, 166, 189-192, 194, 195,
197, 208, 283

— — — — a contacts tangentiels
(simple) 94-99, 115, 137-140

— — — — a deux échelles concou-
rantes rectilignes et & champ 56,
57, 59-64, 147

— — — — a deux 6chelles paralle-
les et & champ 148-153

— — — — a deux échelles paralle-
les et une échelle curviligne 104-111,
121-125

Abaque a points alignés

a deux échelles recti-
lignes concourantes et une échelle
curviligne 102, 121

— — — — a échelle simple 100,
117, 118, 121-137, 140-147, 154-162

— — — — & échelle simple, forme
canonique 116, 117

— — — — aéchellesrectilignes con-
courantes 125, 126, 182-185

— — — — a trois champs 59, 60,
88, 96, 97, 102, 115-118

— — — — A ftrois champs, forme
canonique 59, 116, 117

— — — — A trois Gchelles paralle-
les 127-130, 143, 182, 183, 256

— — — — a point fixe, champs et
échelle (simple) 88, 89, 115, 166,
189, 190, 325

— — — — pour une équation 117,
121-131, 140-166, 179-185, 189-192,
194-196, 208, 283, 284 i

— — — — pour une équation d’or-
dre nomographique trois 118, 120,
156, 159 ‘

— — — — pour un systéme d’équa-
tions 58, 117, 124, 130-140, 293,
294

— — — — pour un systéme d’équa-
tions, forme canonique 58, 116

Abaque 3 points équidistants 202-204,
212-233, 241, 245, 265-268, 277-279,
287, 288, 318

— — — — adapté 204, 212-233, 241,
245, 265-268, 279, 287, 283

— — — — adapté, forme canonique
202, 212

— — — —, champ des centres 203,
277 ‘

- — — — 2

Abakue a points equidistants champ
des intersections 203, 277

— — — — composé 90, 195, 229-233

— — — — composé a champs des
intersections communs 231

— — — — composé a champs des
intersections et des centres com-
muns 230

Abaque 2 points équidistants

— — — —, échelle des centres 215,

220

— — — —, échelle des intersections
215, 220

— — — — général 90, 203, 204, 277

— — — — général, forme canonique
277

— — — — A points fixes 89-90,
189, 196, 197, 279, 280

— — — — pour la forme de Cauchy
a champ 278

— — —- —, transparent 204

— & résolution totale 75, 243

— rhomboidal 272-276, 286, 302, 310

— & une rotation du transparent 300

— simple 7, 325

— — a points alignés 117

— & systéme d’échelles accolées 73

— A une translation du transparent
34-42, 48, 210, 296-299

— A une translation du transparent,
transformation en abaque au com-
pas 300

— & transparent orienté 68, 194,
199-201, 204, 208-210, 296, 301-316,
318, 331

— A transparent orienté représentatif
de relations a plusieurs variables
complexes 306

— & transparent orienté, répétition
des variables auxiliaires 306

— & transparent orienté, transforma-
tion en abaque rhomboidal 302

Abaques & points alignés et bary-
centrique 285

— — — — et au compas 287

— — — — et rhomboidal 286

Application orienté du transparent 204

Approximation de Tchébychev d'une
fonction logarithmique par une
fonction puissance 68

d’une fonction d’une, de

deux et de trois variables 64-68

Canevas de probabilité 16
Case tabulaire

— — a deux entrées 143, 151
— — — trois entrées 151
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Champ binaire 7, 13

— —, alignement des données em-
piriques 63, 04 -

— —, dissociation des familles de
lignes 315, 316

— —, équations 13

— — rectiligne 67

— —, tracé 14

Compas a trois pointes 261

Construction

— d’échelles et de champs binaires
par la méthode d’intersections 106-
107, 110, 114, 125, 132, 135, 136,
146, 152, 153

— d’esquisses d’abacques a 1’aide d’une
imprimante 333

Contact

— double 211, 291

— ponctuel 291

— simple 205, 291

— tangentiel 291

Contacts tangentiels

— — dants les abaques 94-100, 121,
137-140, 151, 189, 195, 197, 291-292,
308-310

— —, lien avec les extrémums des
relations 96, 97, 292, 310

-— — mixtes 99

— —, tracé des lignes d’aprés des
exemples 96, 99, 137-140, 189, 194

— — utilisés dans la résolution des
problémes d’extrémums 96, 97,
149-151, 292, 308-310

Courbe duale 92

Directrice 194, 201

Directrices 73, 194

Disposition de la clef 330

Droite )

— de linfini 173, 175, 178, 208

— représentative d’une fonction dans
21215 champ binaire 56, 59, 62, 64,

— résolvante 57, 94

Ecartement résolvant du compas 300
Echelle 11

— arithmétique 15

— binaire 165-166

—, canevas 37, 406

—, équation 11 .

— fonctionnelle 15, 33, 71

—, graduation 12

—, graduation approchée 33

— logarithmique 15, 20-27

Ec‘)hel_le logarithmique, canevas 23,

— —, module 22

— —, périodicité 21, 22

— métrique 15, 17-20

— —, canevas -8, 39, 132

— —, module 17

—, module 15, 17 -

— muette (ou constante) 162, 189,
208

—, probléme direct 12

—, probléme -inverse 13

— projective 15, 28-33, 144, 152, 283

Lchelle

— des puissances 15

— quadratique 15

— rectiligne 15

— réguliére 15

— de résolution 36

—, sens 11, 36

—, support 11

Echelles des régles logarithmiques 23

Echelon 11, 21, 147

Eléments de 1’abaque 7

Emploi

— des abaques pour le choix des
paramétres de formules empiriques:
52, 53, 62, 294, 300-310, 318

— — — pour le choix des para-
métres de formules empiriques duw
type produit de puissances 52-59,.
62, 64

— — — dans les problémes d’inter—
polation 294

— des calculatrices pour le calcul des:
abaques 330, 333

— — — et des traceurs de courbes
pour la construction des abaques.
15, 330, 332

Equation

— compléte d’ordre nomographique
quatre 119, 157-160

————— a champ 120, 159

— — — — trois 118, 120

— de Soreau 119, 155-160, 162

Erreur

— d’approximation 108, 318

— de calcul introduite par une échelle:
logarithmique 27, 28

— géométrique 17, 27, 28

— d’utilisation d'un abaque 317, 318

Extrémums d’une relation 96, 292

Faisceau de droites équidistantes 32

Famille

— de droites horizontales directrices
194
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Famille logarithmique de droites
paralléles 25, 26, 82, 108, 187
-— réguliére de droites paralléles 20
Fonction homographique 15, 29, 37

Fonds d’un abaque 34, 194, 289

Forme

— de Cauchy 83, 84, 103, 119, 120,
122, 123, 127, 140, 161

— — — A champ 119, 120

————— , variante 57, 119,
147, 148

— —, variante 103, 118

— de Clark 119, 154-157

— — — a champ 119, 120, 157

— de Soreau 119, 161-162

— — — A deux champs 120, 162

— — — a un champ 119, 162

‘Graphe

— d'une fonction dans un champ
binaire 49, 64, 67, 68

— rectiligne d’une fonction dans un
réseau cartésien 50, 70

——————— logarithmique
50, 51, 67-70

lomologie 171, 173-183, 208, 283
—, axe 173-183, 208
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